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§ 1. Analytische Darstellung der Resultante 

eines Eraftsystems. 

Die Yektoranalysis ist eine mathematische Disziplin, 
die sich in ihrem Aufbau fast so vollkommen an die 
Anschauung anlehnt, wie die Geometrie selbst; sie bildet 
ihre Begriffe und Schlüsse gerade denen der Geometrie 
nach. Inwiefern sie dadurch zu einer knapperen, über- 
sichtlicheren und anschaulicheren Darstellimg aller solcher 
Erfahrungen führt, welche auf den zwei- oder dreidimen- 
sionalen Raum sich beziehen, als die gewöhnliche Ana- 
lysis, will ich in den ersten Paragraphen an einem Beispiel 
zeigen. Dasselbe ist zugleich geeignet, den Unterschied der 
beiden wesentlichen Begriffe in der Yektoranalysis: der 
Skalaren Größe und des Yektors, hervortreten zu lassen. 

Es mögen an einem freien, starren Körper an 
n Punkten Pi > . .Pn die Kräfte P^ . . . P„ angreifen. 
Ein solches System von Kräften läßt sich ersetzen durch 
eine resultierende Einzelkraft und eine Koppel, die von 
dem Angriffspunkt der Einzelkraft abhängig ist. Um 
Einzelkraft und Koppel zu finden, verfährt man ana- 
lytisch folgendermaßen: 

Es sei ein rechtwinkliges, willkürlich gelegenes, 
aber positives Koordinatensystem "^cc, i/, x zugrunde 
gelegt, d. h. ein solches, in welchem, von der positiven 
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X' (oder y- oder x-) Achse aus gesehen, eine Drehung 
der positiven y- (resp. z- oder x-) Richtung in die 
positive X- (resp. x- oder y-) Richtung entgegen der 
Bewegung des Uhrzeigers oder, wie man sagt, in 
positivem Sinn verläuft. 

Die Lagen der Angriffspunkte seien durch die Ko- 
ordinaten flj^ , «/^ , Xi bestimmt, die Kraf trichtimgen durch 
die Richtungskosinus oCi , ßi , y,- . Die Komponenten der 
Kräfte nach den Achsenrichtungen sind dann: 

Wir fugen dem Kraftsystem -X,., Y^-, Z^ zwei neuö 
Kraftsysteme hinzu, indem wir im Koordinatenanfangs- 
punkt: 1. Kräfte X-^ F/, Z- angreifen lassen, die den 
gegebenen gleich sind, und 2. solche X-\ Y-\ Z/', die 
ihnen entgegengesetzt gleich sind, so daß an der Ge- 
samtwirkung nichts geändert wird. Das erste der beiden 
neuen setzen wir nach dem Parallelogramm der Kräfte 
zu der Resultierenden zusammen: 



worin 



n 



z=^p,«„ r=2JP.Ä, z=2Pi7i 

1 i 1 

sind. Dem Zusammenwirken des ursprünglichen 
Kraftsystems mit dem zweiten der beiden neuen ent- 
sprechen 3 n Koppeln. Von diesen zerlegen wir die 
Koppel: Z,, Z/' mit Hinzunahme der sich aufhebenden, 
an dem Punkt 0, i/,, angreifenden Kräfte: Z/"== Z^ 
und Zi"'= —Zi (Fig. 1) in die beiden Komponenten: 
Z;', ZI" und ZP, Z^, Dieselben suchen den Körper um 
die X' resp. die ?y- Achse zu drehen mit den Momenten: 

Ziyt = Pi nyi resp. Z, Xi = P. y, Xi , 
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Fig. 1. 

erstere im positiven, letztere im negativen Drehungssinn. 
Eine analoge Zerlegung nehmen wir mit den 3n — 1 
übrigen Koppeln vor. Addieren wir hierauf alle, welche 
sich auf ein und dieselbe Drehungsachse beziehen, so 
gewinnen wir die drei Koppeln um jo eine der Koordi- 
natenachsen : 



n 



M == ^ (Pi (Xi Zi — Fi yi x^ , 



ti 



N=^{V4iXi-r,c^iy^. 
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Nach dem Satze vom Parallelogramm der Koppelmomente 
setzen diese sich zu der resultierenden Koppel: 



zusammen, deren Drehungsachse durch die Richtimgs- 

L M N 
kosmus -£^7 ~EF » "7^ bestimmt ist. 
K K K 

§ 2. Geometrische Darstellung der Besoltante. 

Auf geometrischem Wege findet man resultierende 
Einzelkraft und Koppel ohne die Zerlegung in Kompo- 
nenten durch "Wiederholte Anwendung der Sätze vom 
Parallelogramm der Kräfte und der Momente. Man 
denkt sich wieder zwei neue Kraftsysteme dem ursprüng- 
lichen P^ "'Pfi ztigefügt, die dadurch gewonnen werden, 
daß man in einem und demselben Punkt Kräfte P/ . . . P^ 
angreifen läßt, die den gegebenen parallel und gleicli, 
und solche Pf . . . P^', die ihnen parallel und entgegen- 
gesetzt gerichtet sind. Das System P[,,,Pn setzt man 
diuxjh geometrische Addition zu der Resultierenden R 
zusanmien : 

(1) ij= A' (+)... (+)P^, 

WO das Zeichen (+) sich auf die geometrische Addition 
bezieht, bei der auch die Richtung der Kraft berück- 
sichtigt werden muß. Die beiden anderen Kraftsysteme 
stellen ein System von Koppeln dar, deren Momente dem 
absoluten Betrage nach, d. h. abgesehen vom Richtungs- 
sinn, den Wert haben : 

Pi Vi sin (P,- r,) , 

wenn r,- die Entfernung des Angriffspunktes der Kraft P, 
von dem willkürlich gewählten Angriffspunkt der resul- 
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tierenden Einzelkraft bedeutet und nach dem Angriffs- 
punkt der letzteren gerichtet ist, und wenn für den 
Winkel (P.»*i) immer der Wert gesetzt wird, der Kn 
ist. Die Größe dieser Momente tragen wir als Strecken 
von einem beliebig gewählten Punkt aus parallel der 
Drehungsachse nach der Richtung hin ab, daß die Drehungs- 
richtung der Koppel, von dieser Richtung aus betrachtet, 
positiv erscheint Diese Strecken addieren wir geometrisch 
in gleicher Weise, wie vorher die Kräfte, und erhalten 
als resultierendes Koppelmoment: 

K = [Pi ri 8in(Pi ri)] (+)...(+) [P„ r, sin(P„ rj] . 

Diesen Ausdruck können wir in eindeutiger Weise kürzer 
auch so schreiben: 

(2) ü:= (Pi.ri)(+)(Pjr,)(+) . . . (+)(P„0, 

wenn wir unter (P,»v) eine Strecke verstehen, deren 
absoluter Betrag gleich ist dem Produkt: P,r, sin (P,r,), 
und welche senkrecht zu der Ebene P,, r,- nach der 
Seite der Ebene gerichtet ist, daß der kürzeste Über- 
gang der Richtung P,- in die Richtung r,-, von der Strecke 
{PiTi^ aus gesehen, einer positiven Drehung entspricht. 
Die Gleichungen (1) und (2) geben eine symbolische 
Darstellung der geometrischen Konstruktion. Während 
man in der analytischen Darstellung nur Größen gleicher 
Richtung, die Komponenten, addiert, hat man es hier mit 
einer Addition von Gliedern zu tun, welche sich nicht 
allein durch ihre Größe, ihren absoluten Betrag, 
sondern auch durch ihre Richtung voneinander unter- 
scheiden, mit welchen also nur unter Rücksichtnahme 
auf ihre Richtung gereclmet werden darf. Zum Unter- 
schied zu den reinen Zahlen, den skalaren Größen, 
bezeichnet man solche Glieder, welche sich von ihres- 
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gleichen durch Größe und Richtung unterscheiden 
können, als gerichtete Größen öder Vektoren. 
Können nun diese Symbole auch zur Beschreibung anderer 
geometrischer Konstruktionen oder gar physikalischer 
Erfahrungen benutzt werden imd lassen sich einfache 
analytische Rechnungsregel n für dieselben angeben, die 
nicht für jeden weiteren Schluß eine Übertragung der 
Symbole in die p:eAvöhnliche analytische Schreibweise 
erfordern, so scheinen sie eine brauchbare und infolge 
der Anlehnung an die Geometrie beträchtlich einfachere 
Beschi'eibung liefern z i können, als die rein algebraisch 
analytische Ausführung. In der Tat ist man aber im- 
stande gewesen, eine Reihe von Rechnungsregeln ab- 
zuleiten, die den Regeln der gewöhnlichen Analysis mit 
skalaren Größen analog sind. Der Ableitimg dieser Re- 
geln, welche die notwendige Grundlage der Darstellungs- 
methode durch Vektoren bildet, ist der erste Teil 
dieses Bändchens gewidmet. Zur Übung in der Hand- 
habung der Rechnungsregeln Averden im zweiten Teil 
einige Anwendungen aus physikalischen Gebieten be- 
sprochen. Endlich soll im dritten Teil auf eine in 
neuester Zeit begonnene Erweiterung der Vektorrechnung, 
die Dyadenrechnung, eingegangen werden. 

Als die eigentlichen Begründer der Vektorrechnung sind 
Graßmann und Hamilton zu nennen, die nahezu gleichzeitig 
und ganz unabhäns^ig voneinander den VektorbegrifF in die 
analytische Rechnung einführten, wenn auch in jener Zeit 
(um 1844) Ansätze zu dieser Methode von anderen versucht 
wurden oder schon vorhanden waren, wie in dem bary zentri- 
schen Kalkül von Möbius (1828). Mehr aber als alle anderen 
waren sich jene beiden der Bedeutung der neuen Methode 
bewußt. Die Gesichtspunkte, von denen sie ausgingen, sind 
außerordentlich verschieden, indem Hamilton sich mehr der 
Geometrie anschloß, während Graßmann die Geometrie nur 
dazu verwenden wollte, anschauliche Beispiele für seine um- 



Definition des Vektors und der skalaren Größe. 13 

fassender angelegte Theorie zu gewinnen. Seine Sätze sollen 
keine bloße Übertragungen geometrischer Sätze in die abs- 
trakte Sprache sein, sondern durch Erweiterung auf mehr 
als dreidimensionale Gebilde eine allgemeine Bedeutung ge- 
winnen. Man unterscheidet dementsprechend zwei Richtungen 
in der Darstellungsweise der Vektorrechnung, die sich aber 
in den Anwendungen auf die Geometrie oder physikalische 
Beschreibung aufs engste berühren und zum Teil ergänzen. 



I. Teil. 
Reclmungsregelii der Vektoranalysis. 

§ 3. Definition des Vektors und der 
Skalaren Größe. 

Wir nannten in § 2 die resultierende Einzelkraft, 
sowie das resultierende Koppel moment, die geometrisch 
als gerichtete Strecken abgebildet werden können, Vek- 
toren. Zur völligen Bestimmung der als erste Beispiele 
angeführten Vektoren sind drei Angaben, entsprechend 
den Komponenten in der analytischen Darstellung, hin- 
reichend und notwendig. Drei solche Angaben sind: 
die Länge des Vektors und die durch zwei Winkel gegen 
feste Achsen bestimmte Richtung. Da es also nur auf die 
Größe und Richtung der den Vektor darstellenden Strecke 
ankommen kann, so ist die Darstellung imabhängig von 
der Lage des Anfangspunktes der Strecke. Soll daher 
z. B. die Einzelkraft E mit den Komponenten X, F, Z, 
die im Punkt x, y ^ z eines durch Achsen festgelegten 
Raumes „A'-' angreift, in dem dreidimensionalen Bildraum 
„ß"' durch eine Strecke dargestellt Averden, so ist die 
Darstellung insofern auf unendlich vielfache Weise mög- 
lich (die Darstellung also unendlich vieldeutig), als der 
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Anfangspunkt der darstellenden Strecke mit dorn will- 
kürlich gewählten Koordinatenanfangspiinkt des Bild- 
raumes „5" zusammenfallen kann oder nicht. In dem 
Bildraum sind also parallele gleichgerichtete und gleich- 
große Strecken bezüglich ihrer Bedeutung für das dar- 
gestellte Objekt völlig äquivalent. 

Wir setzen daher als Definition des Vektors fest: 

Eine Größe soll Vektor genannt werden, wenn 
die Gesamtheit der verschiedenen Werte, die 
sie annehmen kann, in umkehrbar eindeutiger 
und stetiger Weise der Gesamtheit der Strecken 
im Raum zugeordnet werden kann, die von einem 
willkürlich gewählten Anfangspunkt ausgehen^). 

Vektoren sind danach außer den genannten, der 
Kraft und dem Koppelmo'ment , z. B. die folgenden 
Größen: Veriückung, Geschwindigkeit, Beschleunigung, 
Strömung. 

Bei den genannten Größen ist kein Zweifel, daß sie 
definitionsgemäß als Vektoren anzusprechen sind. Es 
muß indessen noch auf eine andere Gruppe von Vektoren 
hingewiesen werden, bei denen die Berechtigung des 
Namens Vektor nicht sofort erkannt werden könnte. 

Der absolute Betrag des Koppelmomentes, d. h. 
die Größe ohne Bezugnahme auf die Richtung, 

P,r,sin(P,, n), 

kann aufgefaßt werden als der Flächeninhalt des Parallelo- 
gramms mit den Seiten P,- , r,- und dem Winkel 9? = (P» , r,). 
Als Richtung des das Koppelmoment darstellenden Vektors 
wurde bei der geometrischen Addition in § 2 die Nor- 



Diese Definition ist der von M. Abraham u. A. Föppl 
(Theorie d. Elektrizität, 2. Aufl. 1, S. 5) gegebenen nach- 
gebildet. 
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malenrichtung auf die durch P, und r,- gelegte Ebene 
benutzt. Wir können danach ein Parallelogramm von 
bestimmter Größe und gegebener Normalenrichtung eben- 
falls als einen Vektor ansehen. Es gehören also unter 
die oben definierten Vektoren auch solche Großen, die 
vorgestellt werden können als durch den Anfangspunkt 
gehende, beliebig begrenzte, ebene Flächenstücke. 

Endlich ist noch eine dritte Gruppe von Vektoren 
hervorzuheben, nämlich solche Größen, die unter dem 
Bilde von unbegrenzten, nicht durch den Anfangspunkt 
gehenden Ebenen betrachtet werden können. Die Größe 
und Richtung dieser Vektoren ist offenbar eindeutig 
definiert durch Größe und Richtung der vom Anfangs- 
punkt auf die Ebene gefällten Normalen. 

Ei besteht aber ein prinzipieller Unterschied zwischen 
den ursprünglich ins Auge gefaßten Vektoren und den 
beiden hervorgehobenen Gruppen. 

Wenn man von einem Koordinatensystem mit den 
Achsen x, y, z zu einem anderen übergeht, welches ent- 
gegengesetzt gerichtete Achsen liat ^), so daß also die Koor- 
dinaten des Punktos x, y, z im zweiten die Werte —x, 
— y, —z besitzen, so muß auch die Kraft P bei dieser 
Transformation in die Kraft — P übergehen. Dagegen 
wird der das Koppelmoment darstellende Vektor sein 
Zeichen nicht ändern, wenn wir, wie in § 1 und 2, dem 
Moment stets das positive Zeichen beilegen, wenn die 
Drehung von der positiven Seite der Drehungsachse aus 
gesehen positiv, d. h. entgegen der Uhrzeigerbewegung 
gerichtet ist. 

Man nennt Vektoren, die ihr Vorzeichen bei der ge- 



*) Ein solches würde nach der Bemerkung auf Seite 7 
als negatives zu bezeichnen sein. 
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nannten Transformation ändern, polare Vektoren, solche, 
die es behalten, axiale Vektoi-en i). 

Die Abhängigkeit des Vektors vom Ort oder von der 
Zeit muß natürlich auf den Bildraum selbst oder die in dem- 
selben abbildenden Strecken übertragen werden. 

Ist in einem Gebiet jedem Punkt ein beliebiger, im all- 
gemeinen stetig mit dem Ort sich ändernder Wert eines Vektors 
zugeordnet, so nennt man dies Gebiet ein Vektorfeld und 
spricht in diesem Sinn von Kraftfeld, Momentenfeld^ Ge- 
schwindigkeitsfeld usw. 

Im Gegensatz zu den Vektoren stehen die Größen, 
zu deren vollständiger Bestimmung nur eine Angabe, der 
absolute Betrag, notwendig ist, weil ihrem Begriff 
jede Beziehung zu einer Richtung im Raum fehlt. Als 
Beispiele solcher Größen, der sogenannten Skalaren, 
sind an erster Stelle die absoluten Beträge der Vektoren 
zu nennen, d. h. die Längen der Vektoren ohne Röcksicht 
auf ihre Richtimg. Andere derartige Größen, die durch 
Angabe einer sich auf ein bestimmtes Maßsystem be- 
ziehenden Zahl vollständig bestimmt werden, sind- die 
Temperatur, die Zeit, die Verhältnisse gleichgerichteter 
Vektoren usf. 

Wir nennen eine Größe einen Skalar, wenn 
die Gesamtheit der verschiedenen Werte, die sie 
annehmen kann, in stetiger, umkehrbar eindeu- 
tiger Weise einerReihe reellerZahlen zugeordnet 
werden kann. 

Um im folgenden durch den Anblick der Zeichen 
schon erkennen zu lassen, ob • eine Größe Vektor oder 
Skalar ist, wollen wir, wie es üblich ist, die Vektoren 

*) Die Bezeichnung stammt von W. Voigt. Maxwell 
(Treatise on electricity and niagnetism, London 1873, 1, 
art. 15) bezeichnet die Vektoren als translatorisch und rota- 
torisch. Wiechert (Ann. Phys. u. Chem. 59, 1896 S. 287) 
nennt sie Vektoren und Rotoren. 
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stets mit deutschen kleinen oder großen Buchstaben 
bezeichnen, die skalaren Größen durch lateinische. Den 
absoluten Betrag eines Vektors und den Vektor selbst 
werden wir stets durch gleichlautende Buchstaben angeben. 

§ 4. Addition, Subtraktion Yon Vektoren, Multi- 
plikation der Tektoren mit skalaren Großen. 

Zwei beliebig gerichtete Strecken a und b (Fig. 2) im 
Baum werden addiert, indem mau den Anfangspimkt der 
zweiten Strecke an den Endpunkt der ersten verschiebt 
und die Verbindungslinie vom Anfangspunkt der ersten 
zum Endpunkt der zweiten zieht. Diese Verbiudungs- 
linie 0(7, die Summe der beiden Strecken a und b, ist 
die vom willkürlich gewählten Anfangspunkt aus- 
gehende Diagonale des Parallelogramms OACB^ dessen 
zwei an den Anfangspunkt der Diagonale stoßende Seiten 
die von dem Punkte aus begionenden Strecken sind. 




Fig. 2. 

Da die Vektoren, wie aus der Definition hervorgeht, 
formal mit den Strecken identisch sind, werden Vektoren 
addiert wie Strecken. Wir wählen als Operatiooszeichen 
für die Addition von Vektoren das algebraische Additions- 

Valentiner, Vektoranalysis. 2 
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zeichen +, indem wir jedes Mißverständnis dnrch die 
Anwendung der deutschen Buchstaben für Vektoren ver- 
meiden können. In Fig. 2 ist 

(1) a + b = c . 

Die Differenz zweier Vektoren ist nichts anderes als 
die Summe des ersten und des in entgegengesetzter 
Richtung genommenen zweiten Vektors, also darstellbar 
durch die von ausgehende Diagonale des Parallelo- 
gramms OADB\ dessen an anstoßende Seiten der erste 
Vektor und der nach entgegengesetzter Richtung gezeich- 
nete zweite Vektor, also — b = b', sind. Oder es ist also 

(2) a - b - b . 

Die beiden Diagonalen des aus den Vektoren a 
und b gebildeten Parallelogramms stellen nach 
Größe und Richtung die Summe resp. die Diffe- 
renz der zwei Vektoren dar. 

Die Differenz zweier Vektoren ist Null, die Vektoren 
also einander gleich, wenn sie gleiche Größe und gleiche 
Richtung haben. 

Aus der Anschauung ergibt sich sofort, daß es auf 
die Reihenfolge der Glieder bei der Addition nicht an- 
kommt, daß also 

Ol + 02 = 02 + Ol 

ist, d. h. das kommutative Gesetz Gültigkeit besitzt. 
Die Summe mehrerer Vektoren a^ . . . o» wird ge- 
wonnen durch Addition des dritten zu der Summe der 
ersten beiden, des vierten zu der Summe der eraten drei usw. 
Da es wieder auf die Reihenfolge nicht ankommt, so kann 
auch die Gruppierung geändert werden, d. h. es gilt 
außer dem kommutativen Gesetz, auch das assoziative: 

(Oi + 0.,) + O3 + . . . = Ol + (O2 + Og) + . . . 
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Beispiel. Gleichung (1) können wir schreiben: 

a H- b — c = , 
oder wenn wir setzen: — c = b, 

a + b + b = 0. 

Fassen wir die Vektoren a , b , b als Kräfte auf, so haben wir 
den bekannten Satz: 

Lassen sich Kräfte, die an einem Punkt angreifen, der 
Größe und Richtung nach durch solche Strecken darstellen, 
die durch parallele Verschiebung sich zu einem geschlossenen Poly- 
gon zusammensetzen lassen, so halten sie sich das Gleichgewicht. 

Addieren wir m gleiche (d. h. gleichgroße und gleich- 
gerichtete) Vektoren, so erhalten wir einen Vektor von 
gleicher Eichtung und der m- fachen Länge. Ist der ab- 
solute Betrag des Vektors a gleich a, 

so stellt — einen Vektor von gleicher Richtung wie a 
a 

und dem absoluten Betrag 1 dar. Man nennt einen 
solchen Vektor einen Einheitsvektor. Im allgemeinen 
ist also ein Vektor das Produkt einer skalaren Größe in 
einen Einheitsvektor. Für diese skalare Multiplikation 
gilt, wie aus der Anschauung hervorgeht, ebenfalls wie 
bei der Addition das kommutative und assoziative Gesetz. 
"Wir wollen festsetzen, daß die Einheitsvektoren als 
dimensionslose Größen anzusehen sind. Die Dimension 
legen wir dem absoluten Betrage bei, der Einheits- 
vektor gebe allein die Richtung an. Ist z. B. die Ge- 
schwindigkeit einer Kugel 400 m pro sec, und hat sie die 
durch die Winkel q) und d' gegen feste Achsen bestimmte 
Richtung, so sagen wir, daß der Einheitsvektor vom ab- 
soluten Betrage 1 die Richtung {(p , d) dieser Geschwindig- 
keit angibt, während der absolute Betrag der Geschwindig- 
l^eit 400 m/sec ist. 

2* 
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Um durch die Schreibweise sofort erkennen zu lassen, 
daß ein Vektor ein Einheitsvektor sein soll, wollen wii 
die Einheitsvektoren durch einen horizontalen Strich über 
dem Buchstaben markieren, z. B. 5 . 



§ 5. Zerlegung yon Yektoren. 

Um die Richtung eines Vektors oder der ihn dar- 
stellenden Strecke angeben zu können, müssen wir die 

Lage auf zwei willkürlich 
gewählte Richtungen in 
dem Bildraum beziehen. 
Wir legen zwei solche 
Richtungen diuxjh die bei-=* 
den Einheitsvektoren ä^ 
und 02 fest. Dann ist die 
Richtung eines Vektors b 
gegeben durch den Win- 
kel q? zwischen b und 
einer recht- oder schief- 
winkligen Projektion b^ in 
der Ebene öi , äg und durch 
den Winkel i> dieser Pro- 
jektion gegen einen der 
beiden Vektoren Q^ oder 
äg . Zur völligen Bestim- 
mung des Vektors b gehört 
noch die Angabe des ab- 
soluten Betrages. (Fig. 3.) 
An Stelle dieser drei An- 
gaben (9? , 1? , I b I) können 
wir drei Vektoren wählen. Außer den Richtungen ä^ 
und 02 sei eine dritte äg gegeben, die mit ä^, 02 nicht 
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komplanar (in eine Ebene fallend) sein soll. Sie bilde mit 
der Ebene ä^ , Sg gerade den Winkel, unter dem die Pro- 
jektion von b in die Ebene äj , äg vorgenommen wurde. 
Durch den Endpunkt von b lassen sich drei Ebenen legen, die 
den Ebenen : ö^ , Qg ; äg , ög ; ög , äj parallel sind, b ist 
dann die Diagonale eines Khomboeders, dessen Kanten 
den drei Achsen parallel sind und sich daher durch die mit 
Skalaren Größen multiplizierten drei Einheitsvektoren 
Si , äg , äg ausdrücken lassen. Nach § 4 ist aber diese 
Diagonale gleich der Summe der drei Seiten. Daraus 
geht hervor, da£ ein Vektor sich durch drei nicht kom- 
planare, willkürlich vorgelegte Einheitsvektoren voll- 
standig bestinmien läßt — durch zwei dann und niu» dann, 
wenn der Vektor in die Ebene der beiden Einheitsvektoren 
fällt(BedingungderKomplanaritätdreierVektoren) — durch 
einen dann und nur dann, wenn der Vektor in die Eich- 
tung des Einheitsvektors fällt (Bedingung der Kollinearitat). 
Man nennt die drei Projektionen die Komponenten des 
Vektors xmd sagt: 

Zur vollständigen Bestimmung des Vektors b 
im Räume ist hinreichend und notwendig die 
Angabe von Komponenten des Vektors in drei 
willkürlich vorgegebenen, nicht komplanaren 
Richtungen. 

Ein spezieller Fall hiervon ist die Angabe des Vektors 
durch Komponenten in drei zueinander senkrechten 
Richtungen, die Darstellung des Vektors in einem recht- 
winkligen Koordinatensystem. Die Einheitsvektoren in 
Richtung dreier willkürlich gewählter, rechtwinklig zu- 
einander stehender Achsen sollen stets durch die drei 
Buchstaben i, j, I wiedergegeben werden (resp., wenn 
mehrere derartige Achsensysteme in einer Ent\vicklung 
vorkommen, durch i', K' usw.). 
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Jeder Vektor ist also in der Form darstellbar: 

b^xi + y\ + xl^ 
wo a:, 2/, « skalare Größen bedeuten. 

§ 6. Gleichungen zwischen Vektoren, 

Aus diesen Betrachtungen ergeben sich die folgenden Sätze: 

1. Zwei Vektoren sind einander gleich dann und nur 
dann, wenn die sie definierenden drei Bestimmungsstücke 
paarweise einander gleich sind. Eine lineare Gleichung 
zwischen Vektoren ist somit drei Gleichungen zwischen ska- 
laren Größen, d. h. drei gewöhnlichen algebraischen Glei- 
chungen, äquivalent. 

2. Die Gleichung: 

Ol = a; a, + y Og 

ist bei variablem x und y die vektoranalytische Darstellung 
einer Ebene, die die beiden Vektoren a^ und a^ enthält, denn 
sie stellt das Ensemble aller in dieser Ebene liegenden Ge- 
raden dar. 

ai=a3a, -fya, + 0^ 

ist die Gleichung einer Ebene, die den Vektoren Og und a, 
parallel ist und durch den Endpunkt von a^ geht. 

3. Femer ist 

der Ausdruck einer zu a, parallelen, durch den Endpunkt 
von a, hindurchgehenden Geraden. 

4. Die Endpunkte von drei (resp. vier) von demselben 
Ausgangspunkt ausgehenden Vektoren liegen in einer Ge- 
raden (resp. Ebene), wenn zwischen den drei (resp. vier) Vek- 
toren eine lineare Gleichung existiert, in der die Summen 
aller' Vektorkoeffizienten zu beiden Seiten des Gleichheits- 
zeichens einander gleich sind. 

Denn liegt der Endpunkt von a^ auf der Geraden durch 
die Endpunkte von a^ und a^ (resp. in der Ebene durch die 
von 03,08, oj, so gilt: 

X (Oa — Oa) = 01—08 

resp. X (Oa — J + y (Og — o^) ^a^—a^. 



Multiplikation von Vektoren. 
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In diesem Lehrsatz lassen sich Haupt- und Kebensatz mit- 
einander vertauschen. 

Beispiel. Die Diagonale eines Parallelogramms wird im 
Verhältnis von n : 1 durch die Verbindungslinie einer Ecke 
mit dem (n — l)ten Teil der 
Gegenseite geteilt. ♦*"* ^»> 

In Fig. 4 sei / • / 

1 / "" ' 

n — 1 * / -^ 



c = — b, . 

X 

Nach Voraussetzung ist 

bi = Ol + Oa 
oder 



>#»> 




t ' 



'«fc 



Fig. 4. 



xc = ai + (n — l)a'. 

Da der Endpunkt von c so gewählt werden soll, daß er 
auf der Geraden durch die Endpunkte von a^ und a' liegt, so 
muß nach dem eben ausgesprochenen Satz 

aj = 1 -j- (n — . 1) = n 

sein, was zu beweisen war. 



§ 7. Multiplikation Ton Tektoren. 

Die Multiplikation skalarer Größen untereinander oder 
mit Vektoren folgt den Kegeln der gewöhnlichen Algebra 
(vgl. § 4), es gilt das assoziative luid kommutative 
Gesetz, d. h. es ist 

m (n a) = n (m a) = (^7i n) a , 
wie auch das distributive Gesetz, d. h. es ist 

m (a + b) = 77ia + mh 
und 

{m + n)a = ma + na . 
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Die Miiltiplikation von Vektoren untereinander folgt 
anderen Regeln. Um diese abzuleiten, gehen wir von der Er- 
fahrung aus. "Wir kennen nämlich in einigen Fällen das Pro- 
dukt von Vektoren; wenn wir in diesen das Typische heraus- 
suchen, müssen wir allgemein gültige Gesetze erhalten. 

1. Das Produkt aus der der Größe und Richtung 
nach gegebenen Kraft $ in die in gleicher Weise ge- 
gebene Wegstrecke g , längs welcher sie wirkt, bestimmt 
der Größe nach eine Arbeit: 

A = P5cos(^,g) . 

2. Das Produkt aus einer Kraft ?ß, die an einem 
Punkt eines um eine Achse drehbaren Körpers angreift, 
in den Hebelarm r bestimmt der Größe und Richtung 
nach ein Koppelmoment Wl; der absolute Betrag des- 
selben ist 

if=Prsln($,r). 

Die Richtung ist senkrecht zur Ebene 5ß , r und zwar so, 
daß die kürzeste Drehung der Kraftrichtung in die Richtung : 
Angriffspunkt -v Drehpunkt, von der positiven Seite der 
Drehungsachse gesehen, entgegen dem Sinn des Uhrzeigers 
verläuft, in Übereinstimmung mit der Festsetzung in § 2. 

Aus dem 1. Beispiel folgt: 

Das Produkt zweier Vektoren kann eine skalare Größe 
sein, deren Betrag gleich ist dem Produkt der absoluten 
Beträge der zwei Vektoren, multipliziert mit dem Kosinus 
des Winkels zwischen den beiden Richtungen der Vek- 
toren, oder gleich dem Produkt des absoluten Betrages 
des einen Vektors in die Projektion des anderen auf die 
Richtung des ersteren. 

Aus dem 2. Beispiel folgt: 

Das Produkt zweier Vektoren kann einen neuen Vektor 
darstellen, desseu absoluter Betrag gleich dem Flächen- 
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Inhalt des aus den Vektoren als Seiten gebildeten Parallelo- 
gramms ist, und dessen Richtung senkrecht auf der Ebene 
der beiden Vektoren steht und nach der Seite zeigt, daß 
für einen, der in dieser Richtung steht, die kürzeste 
Drehung des bei Angabe des Produktes zuerst genannten 
Vektors in die Richtung des anderen entgegen dem Sinn 
des Uhrzeigers verläuft. 

Es sind also jedenfalls diese beiden Arten von Produkten 
zweier Vektoren zu unterscheiden. Auf die Fragen, ob 
noch andere Arten von Verbindungen zweier Vektoren, 
die Produkte genannt werden können und für die Rech- 
nung von Wichtigkeit sind, abgeleitet werden können, 
und welche Bedeutung sie im Fall ihrer Existenz in der 
Anwendung gewinnen, werden wir an anderer Stelle ein- 
gehen (vgl. Teil ni). 

Das erste Produkt bezeichnet man als skalares 
Produkt^) und benutzt dafür die symbolische Schreib- 
weise (a, b) oder ab oder a«b; das zweite führt den 
Namen vektorielles Produkt oder Vektorprodukt 2) 
und das Symbol [a b] oder [a , b] oder aXi' 

§ 8. Skalares Produkt 

Aus der Definition des skalaren Produktes: 
ah = |a| • |b] •cos(a, b) 



^) Die Bezeichnung geht auf Hamilton zurück, er benutzte 
für den negativ genommenen Betrag das Symbol: 

fif a b = — I a I • I b i • cos(a , b) ; 

Graßmann nannte dasselbe inneres Produkt und schrieb [a | b] ; 
Qibbs spricht von einem „direct product" oder »dot product", 
a • b oder (a , b) ; Heaviside schreibt a b . 

*) Graßmann: äußeres Produkt, [ah]] Hamilton: vekto- 
rieller Teil des Quatemioneuproduktes, Vaf)\ Gibbs : Vektor- 
produkt oder „skew product** oder „cross product", a X b . 
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folgt unmittelbar die Gültigkeit des kommutativen 
Gesetzes: 



j 



(1) ab = ba, j 

da cos(a, b) = cos(b, a) ist. 

Für die Multiplikation mit skalaren Größen besteht das 
distributive Gesetz, es ist 

(aj a) b = jr (a b) = X I a I • I b I • cos(a , b) , 

da das distributive Gesetz für die Multiplikation der ab- 
soluten Beträge nach den Regeln der Algebra Gültigkeit 
besitzt. Endlich ergibt sich aus der Definition des 
skalaren Produktes und der Tatsache, daß die Summe 
der Projektionen von Strecken auf eine Strecke gleich 
der Projektion der Summe der Strecken ist, die Identität: 

(a + b)c = ac + bc, 

welche das distributive Gesetz für die skalare Multi- 
plikation darstellt. 

Das skalare Produkt eines Vektors in einen Einheits- 
vektor ist nichts anderes als die Projektion des Vektors 
auf die Richtung des Einheitsvektors. Daraus folgen 
wichtige Anwendimgen. Das skalare Produkt zweier 
Einheitsvektoren ist der Kosinus des Winkels zwischen 
ihren Richtungen. Es ist Null, wenn sie senkrecht auf- 
einander stehen. 

Um nicht in Widerspruch mit der definitionsmäßig ge- 
forderten Regel der Algebra zu treten, nach welcher ein 
Produkt nur verschwinden kann, wenn einer der Faktoren 
Null ist, müssen wir uns immer daran erinnern, daß das Zeichen 
(a , b) ein Symbol ist und nicht das Produkt der beiden Größen 
a und b , sondern das Produkt der einen in die Projektion 
der anderen auf die erste darstellt. 

Die Gleichung: 

(2) ab = 



(4) 
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zwischen zwei Vektoren von endlichem Beti-ag ist somit 
der Ausdruck dafür, daß die Yektoren senkrecht zuein- 
ander stehen. Fallen die Richtungen der Yektoren zu- 
sammen, so ist das skalare Produkt der Yektoren gleich 
dem Produkt der absoluten Beträge. Im besonderen ist 

(3) a^ = «2 . 

Hieraus folgen für die zueinander senkrecht stehen- 
den Einheitsvektoren die Beziehungen: 

it= j[j = If = 1 , 

tj = jl = li = 0. 

Sind die Yektoren a und b durch die Einheitsvektoren 
i , j , I ausgedrückt, 

(o) < 

[ b = ^ i + ^2 i + ^3 ^ 

so kann auf Grund der Gleichungen (4) und der Gültig- 
keit des distributiven Gesetzes für die Multiplikation mit 
Skalaren Größen das Produkt geschrieben werden: 

/6) a b == tti 6i + «2 ^2 + ^ h 

imd a^ =^ a^ = al + al + al . 

Der absolute Betrag a eines Yektors a kann also durch 
die Komponenten folgendermaßen dargestellt werden: 



(7) I a I = a = +y^+a|T^. 

Durch Multiplikation der Gleichung (öj) mit dem Ein- 
heitsvektor i, resp. j, I, erhalten wir: 



(8) 



«1 = ai = acos(a, i) , 

«2 = 01 = acos(a, j) , 

. % = al = acos(a>f) , 
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woraus die Bedeutung dieser skalaren Komponenten als 
der mit dem absoluten Betrag des Vektors multiplizierten 
Bichtungskosinus zu erkennen ist. 

Sind die Vektoren durch drei nicht in einer Ebene liegende, 
schiefwinklig zueinander stehende Vektoren I, nt, n aus- 
gedrückt : 

a = ai l -f- ^a ^ "t" ^8 ^ 1 

a 

b = 6i l -|- &, m + ftg n , 
so nimmt das Produkt die Form an: 

(9) I ö^ = «i^ + «2&2 + ör8&3 + (ai^ + &2Ö2)wt 

l +(aa68 + ^2«8)"n^ + («a^i + ^8«i)^" • 




§ 9. Anwendangen. 

1. In nebenstehendem Dreieck (Fig. 5) ist 

(1) a + b + c = 0, 

also 

a« = b» + 2bc + c^ 

in die Sprache der gewöhnlichen Analysis übersetzt ist das 
der Kosinussatz: 

a« = 5« + c2 + 2 6 c cos(180 — ä) = 6« + c« — 2 6 c cos« . 



Anwendungen. 
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2. Mit Berücksichtigung der Gleichungen (8) des vorigen 
Paragraphen ergibt G-leichung (6) den bekannten Satz: 

cos (a, b) = cos (a, i) cos (b, i) + cos (a, j) cos (b, }) + cos (a, f) cos (b, f) . 

3. Multiplizieren 
wir Gleichung (1) mit 
dem Einheitsvektor von 
a , so kommt: 

— a = 5 cos (ba) 

+ ccos(ca) , 

eine bekannte Dreiecks- 
formel. 

4. Die Additions- 
theoreme der Trigono- 
metrie gewinnt man auf 
folgendeWeise (Fig. 6). 

Die beiden Vek- 
toren 

a = aii + a,i, 

mögen mit der Vektor- 
richtung i die Winkel 
(X und ß bilden; es sei 
vom Koordinatenan- 
fangspunkt außerdem 
der Vektor 

c = «i t — a, i 

abgetragen , dann ist 
Winkel (c, t) gleich 
Winkel (a , i) , dessen 



a, 




Kosinus gleich — ist, 
da c^= a . Nun ist 



Fig. 6. 



folglich : 



a b = ai 6, + 02 ^2 , 
c b = ai ^1 — a 

(a + c) b = 2 ai 6i , 



2 ^2 1 
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oder nachdem durch die absoluten Beträge: ab = cb divi- 
diert ist: 

cos(j^ — oc) -{- Qoa(ß -{- oc) = 2 cos« cos/? . 

Entsprechend folgt: 

cosO? — «) — cosO^ -\- a) = 2 sin« sin/? . 

5. In einem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate 
der Diagonalen gleich der doppelten Summe der Quadrate der 
nicht parallelen Seiten: 

c* = (a + b)«, 

b« = (a — b)% 

c« + b2 = 2(a« + b«); 
femer: 

c^ _ b« = 4 a b . 

§ 10. Yektorielles Frodnkt. 

Das zur Ableitung der Definition gewählte Beispiel 
zeigt, wie die Definition selber, daß wir die fraiher mit 
axial bezeichneten Vektoren als Produkte zweier polarer 
Vektoren auffassen können und umgekehrt, wenn freilich 
auch aus der Angabe dieses axialen Vektors noch nicht 
die beiden polaren Vektoren eindeutig bestimmt sind. 

Die Definition des Vektorproduktes lautet in vektor- 
analytischer Schreibweise: 

(1) c = [a , b] = a 6 sin(a , b) c , 

Avenn c ein Einheitsvektor senkrecht zu der Ebene der 
Vektoren a und b und so gerichtet ist, daß für diese 
Eichtung die kürzeste Drehung des Vektors a in die 
Richtung b in dem früher definierten Sinn positiv ge- 
nannt werden kann ; c bestimmt der Größe und Richtung 
nach ein Parallelogramm und ist, wenn a und b polare 
Vektoren sind, ein axialer Vektor. 
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Da 

sin (ab) = — sin(ba) , 

so gilt für dieses Produkt nicht das kommutative 
Gesetz, es ist 

(2) [ab] = -[ba]. 

Die Multiplikation mit einer skalareu Größe, eine Ope- 
ration, die sieh ja nur auf den absoluten Betrag der 
Vektoren, nicht auf die Richtung beziehen kann, muß 
wieder der distributiven Regel folgen: 

[a: a , b] = [a , xb]==x[a, b] . 

Ebenso behält das distributive Gesetz für die 
vektorielle Produktbildung mehrerer Vektoren 
Gültigkeit, d. h. es ist 

(3) [ö + b,c] = [a,c] + [b,c]. 

Erster Fall. Es sei c nicht komplanar mit a und b . 
"Wir setzen a + b = b . Der Einfachheit halber nehmen 
wir an, c sei ein Einheitsvektor; dann ist der Vektor 
[b , c] seinem absoluten Betrag nach gleich (vgl. Fig. 7) 

|[bc]|=rfsin(bc) = rf'. 
Ebenso: 

I [a c] I = asin(o c) ^ a' , 

|[bc]| = &sin(bc) = 6'. 

Die Richtungen der drei Vektoren sind senkrecht zu 
den Parallelogrammen : (b , c) resp. (a , c) , (b , c) . d\a\y 
sind gleich den absoluten Beträgen der Projektionen 
b', a', b', durch welche die Vektoren b, a, b in einer 
zu c senkrechten Ebene abgebildet werden; da nun die 
drei Vektoren a, b , — b ein gesclilossenes Dreieck bilden, 
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Fig. 7. 



so bilden auch die Projektionen in ein und dieselbe Ebene 
ein geschlossenes Dreieck und es ist 

Drehen wir um c als Drehungsachse das Dreieck um 
90^ so fallen die Seiten b', a', b' der Größe und Kich- 
tung nach mit den Vektoren 

[a + b,c],[ac],[bc] 

zusammen, so daß die Richtigkeit der obigen Gleichimg 



Vektorielles Produkt. 
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und damit die Gültigkeit des distributiven Gesetzes für 
den ersten Fall erwiesen ist. 

Zweiter Fall, c, a und b liegen in einer Ebene, 
dann sind die Richtungen der Vektoren [a + b , c] , [ci c] , 
[b c] alle parallel, und für die absoluten Beträge, die gleich 
dem Flächeninhalt der Parallelogramme (a + b , c) , (a c) , 
(b c) sind, gilt die Beziehung: 

|[oc]| + |[bc]| = |[a + b,c]|, 

also ist 

[acl + [bc] = [a + b,c]. 

Der Flächeninhalt eines Parallelogramms a b sin (a , b) mit 
parallelen Seiten (a , b) ist Null wegen sin 0^ = , es kann also 

(4) [ab] = 

als der Ausdruck der Parallelität zweier Vektoren 
betrachtet werden. Der absolute Betrag des Produktes 
senkrechter Vektoren ist gleich dem Produkt der absoluten 
Beträge. 

Für die zueinander rechtwinklig stehenden drei Ein- 
heitsvektoren ergibt sich hieraus: 

J [ii] = [Ji] = [n] = o, 

l[ii]=-üi]=i, Qq = -Pi] = i, [n]=-[iq=i. 

Das Produkt zweier diu^ch die Einheitsvektoren dar- 
gestellter Vektoren a und b läßt sich in Form einer 
Determinante schreiben : 

(6) [a, i]==[n]{a^h-a^b^) 

+ i («2 ^3 — ^ h) ö^ «2 % 
+ i («3 ^1 — «1 ^3) h h h 

Valentiner, Vektoranalysis. 



(5) 
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Die ünterdeterminanten stellen die Projektionen des durch 
den Yektor [a b] der Größe und Richtung nach definierten 
Parallelogramms in die {f, li, i {-Ebene dar. 

§ 11. Anwendung auf die Statik^ 

Es soll an das Beispiel in § 1 angeknüpft werden. 

Ein System von Kräften ^i . . . ^„ , die an den Punkten 

Pi ' • Pn ßiiiös freien, starren Körpers angreifen, halten sich 

das Gleichgewicht, wenn die resultierende Einzelkraft ujj^d das 
resultierende Koppelmoment in bezug auf den Koordinaten- 
anfangspunkt Null ist. Die Gleichgewichtsbedingungen lau- 
ten also : 

(1) -2^?. = 0, 

(2) ^[P,-*J==0, 

wenn p. der Radiusvektor des Punktes p^ von einem will- 
kürlich gewählten Koordinatenanfangspunkt ist. Ist kein 
Gleichgewicht vorhanden, so stellen 2*$^. resp. ^[I),^,] die 

am Bezugspunkt angreifende resultierende Kraft und das 
resultierende Koppelmoment für den Bezugspunkt dar. Eine 
Änderung des Bezugspunktes ändert im allgemeinen 2 [)^. ^J ; 

es sei der neue Bezugspunkt C/ durch den Vektor a , der von 
nach (/ geht, gegeben, so ist 

(3) 2 [p . ^^5,] =+S[a^} + S W- 5p,] , 

worin sich |)J. auf den neuen Koordinateuanfangspunkt 0' be- 
ziehen soll. Ist a so gewählt, daß 

^[a5(5,] = [ar<p,]=0, 

d. h. fällt a in die Richtung der resultierenden Einzelkraft, 
so ist das Koppelmoment in bezug auf den neuen Koordinateu- 
anfangspunkt (y gleich dem in bezug auf 0; d. h. es kann 
der Bezugspunkt 'des Koppelmomentes, ohne eine 
Änderung desselben hervorzurufen, in Richtung der 
resultierenden Einzelkraft verschoben werden. 

Ist der Körper an dem Punkt C/ drehbar befestigt, so 
wird am Gleichgewicht des Systems nichts geändert, wenn an 
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diesem Punkt eine neue Kraft ffi , von welcher Größe und 
Kichtung sie auch sei, angreift. Wählen wir (/ als Anfangs- 
punkt, so lauten die Gleichgewichtsbedingungen : 

und 

iR kann nun immer so gewählt werden, daß der ersten Be- 
dingung genügt wird, d. h. 2"^,. kann jeden beliebigen Wei-t 

annehmen; es bleibt nur die zweite Bedingung zur 
Existenz des Gleichgewichts übrig: 

Ist der Körper an zwei Punkten und (/ befestigt, also 
um die Achse ö(y=a drehbar, so wird wieder am Gleich- 
gewicht nichts geändert, wenn man in den Punkten und (7 
der Achse neue Kräfte di und di\ von welcher Größe und 
Kichtung sie auch sein mögen, angreifen läßt. Den Punkt C/ 
der Achse wählen wir als Bezugspunkt, dann lauten die 
Gleichgewichtsbedingungen : 

Statt der zweiten Gleichung können wir schreiben: 

-2^[K?J-[o-2:?,]-[a,9*]=0 
oder 
(5) ^[|),51},] + [o3n = 0, 

worin Sf willkürlich gewählt werden kann. Es sei 

das resultierende Moment der vorgelegten Kräfte für den 
Bezugspunkt ; i , j , f mögen so gewählt sein, daß i in die 
Richtung a fällt. Da nun der Vektor [aW] senkrecht auf 
a steht, kann man setzen: 

worin B^ und ^3 wegen der Willkürlichkeit von ffi^ will- 
kürlich gewählt werden können. Wir wählen sie. so, daß 

3* 



(4) 
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B.^ = — Ä^ , ^3 = — -4g ist, dann bleibt als einzige Gleich- 
gewichtsbedingung übrig: -4i=0, — denn Gleichung (4i) 
kann wegen des noch frei verfügbaren ffi stets erfüllt werden, 
— d. h. das Moment in Richtung der Achse muß Null 
sein oder 3Ji senkrecht zu a, also: 

(6) (gjia) = 0. 

§ 12. Multiplikation Ton mehr als zwei 
yektoriellen Faktoren. 

Wir haben in § 3 zwei verschiedene Arten von Vek- 
toren kennen gelernt, die polaren und die axialen Vek- 
toren. In der Definition der Vektorenprodukte ist auf 
diesen Unterschied nicht Bezug genommen Avorden. Da 
nun die zur Ableitung der Definition benutzten Beispiele 
nur von Produkten handeln, die aus polaren Vektoren 
gebildet sind, so ist es notwendig, die anderen Kombi- 
nationen kurz zu besprechen, um die Bedeutung der Pro- 
dukte andersgearteter Vektoren kennen zu lernen, speziell 
um zu erkennen, ob diese Produkte axialer oder polarer 
Natur sind. In Hinsicht darauf, daß, wie oben bemerkt, 
ein axialer Vektor als das Vektorprodukt zweier polarer 
betrachtet werden kann, können wir Produkte aus zwei 
Vektoren, von denen wenigstens einer ein axialer Vektor 
ist, als ein Produkt von mehr als zwei Vektoren betrachten. 

§ 13. Skalares Produkt eines polaren und eines 
axialen Vektors oder (c [a b]) . 

Ein axialer Vektor ist darstellbar durch die Größe 
eines Parallelogramms und die Richtung seiner Normalen. 
Das Produkt eines solchen in einen polaren Vektor ist 
gleich dem Inhalt dieses ParallelograiUÄS multipliziert 
mit der Projektion des polaren Vektors auf die Normale, 
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d. h. gleich dem Inhalt des Parallelepipeds, das über dem 
Parallelogramm als Basis mit dem polaren Yektor als 
dritter bestimmender Kante errichtet werden kann. Flu* 
den axialen Vektor können wir symbolisch [a b] schreiben, 
so daß das skalare Produkt eines polaren und eines axialen 
Vektors die Form annimmt: 

c[ab], 

WO a, b, c nun -polare Vektoren vorstellen., Ist daher 
andererseits nicht bloß das Produkt [ab] durch Angabe 
eines axialen Vektors gegeben, sondern die Faktoren a 
und b selbst, so ist das dreifache Produkt c[ab] gleich 
dem Inhalt des Parallelepipeds mit den drei bestimmen- 
den Kanten a , b , c . 

Wenn wir sämtliche Richtungen, auf welche die Vek- 
toren bezogen werden, umkehren, so ändert der polare 
Vektor c sein Zeichen, während der axiale sein Zeichen 
behält. Es ändert also auch das Produkt c [a b] das Vor- 
zeichen; es ist daher, obgleich es als skalares Produkt ein- 
geführt worden ist, doch von den Richtungen in gewissem 
Sinne abhängig. Man bezeichnet solche skalare Größen, 
welche das Zeichen bei Änderung der Bezugsrichtungen 
in dcis entgegengesetzte ändern, Pseudoskalare i). 

Durch zyklische Vertauschüng der Achsenrichtungen 
wird das Vorzeichen nicht geändert, es ist also 

r e[ab] = b[ca] = a[bc] 

^ ^ \ =-c[ba] = -a[cb] = -b[ac]. 

Sind die drei Vektoren durch die Komponenten nach 
den Einheitsvektoren i , j , I gegeben, so kann das skalare 
Produkt in der Determinantenform geschrieben werden: 



*) Klein und Timerding unterscheiden die beiden Arten 
durch die Bezeichnung: Skalar erster und zweiter Art. 
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Denn die Komponenten des axialen Vektors [a b] sind die 
Unterdetenninanten dieser Determinante, und das skalare 
Produkt zweier Vektoren ist gleich der Summe der Pro- 
dukte der Komponenten. 

Liegt c in der Ebene von a and B , so ist der Inhalt 
des aus den drei Vektoren gebildeten Parallelepipeds Null, 
also c [a b] = 0. Dies geht auch unmittelbar aus der Rech- 
nung hervor, wenn wir c durch die Vektoren o und b ausdrücken, 
welches in dem Fall der Komplanarität möglich ist. Es sei 

c = a;a + 2/b , 

dann lautet das Produkt: 

xa[ah'\ + yh[ah] = xh[aa\ -{- yalhh] = , 

Ein wichtiges Beispiel eines solchen skalaren Pro- 
duktes dreier Vektoren liefert der sogenannte Vektor- 
fluß durch eine Fläche. Die Wassermenge in einem 
Strom, die in der Zeiteinheit durch eine Fläche von be- 
liebiger, vorgegebener Lage und Größe innerhalb des von 
der Wassermasse durchströmten Raumes hindurchtritt, 
ist gleich der Menge, die in den Zylinder hineingeht, 
dessen Basis. die vorgegebene Fläche ist und dessen Leit- 
linie der Größe und Richtung nach gleich der Geschvmidig- 
keit des Wassers an dieser Stelle ist. Ist die Basis das 
Parallelogramm [a b] , so ist die pro Zeiteinheit hindurch- 
tretende Wassermenge, wenn dieselbe sich mit der Ge- 
schwindigkeit c bewegt, gegeben durch das skalare Produkt; 

c [a b] . 

Man nennt dasselbe den Fluß, Durchfluß des Vek- 
tors c, den Geschwindigkeitsfluß durch die Fläche. 
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Ist c ein Kraftvektor, so spricht man von Kraftfluß ; stehen 
z. B. zwei entgegengesetzt elektrisch geladene, unendlich 
große, leitende Platten einander parallel gegenüber, einen 
fi-eien Ätherraum einschließend, so daß zwischen ihnen 
ein homogenes elektrisches Feld besteht, welches die 
Feldstärke c besitzt — d. h. auf den positiv geladenen 
elektrischen Einheitspol die Kraft c an jeder Stelle des 
Feldes ausübt — , so ist der Kraftfluß durch eine irgend- 
wie gelegene Fläche [ab] durch das skalare Produkt 
c [a b] gegeben. Man nennt den numerischen Wert dieses 
Produktes die Zahl der Strömungs- oder Kraftlinien 
durch die Fläche von der vorgegebenen Richtung. 

§ 14. Yektorprodukt eines polaren und eines 
axialen Tektors oder [a [6 c]] . 

Nach der Definition des Vektorproduktes steht der 
durch dasselbe bestimmte Yektor senkrecht auf der Ebene, 
die durch die vektorischen Faktoren, im vorliegenden 
Fall durch die Normale des aus b und c gebildeten 
Parallelogramms und den polaren Yektor geht." Er liegt 
also jedenfalls in der Ebene des Parallelogramms (b, c) 
und muß sich schreiben lassen: 

(1) [a[ic]] = xb + yc. 

Um X und y zu finden, rechnen wir die linke Seite mit 
Benutzung der Komponentendarstellung der Vektoren aus. 
Wir legen der bequemeren Rechnung wegen den Einheits- 
vektor i in die Richtung des Vektors c , den Yektor j in 
die Ebene von b und c; dann ist 

c = Ci i , 

b = 6i i + Z>2 i . 
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also: 

[a [6 c]] = — q Ö2 m = —^1 ^2 (^2 i — «1 i) • 
Die rechte Seite der letzten Gleichung muß sich in der 
Form xb -\- y c schreiben lassen, d.h. es muß sein 

x\i + xb2\ + yc^x = —c^b^a^i + c^h^a^i, 

daher : 

jr = q % = (c a) , 

y = —«2 h — ^1 öl = — (6 a) . 

Das Vektorprodukt aus den drei Vektoren a , b , C nimmt 
also die Form an: 

(2) [a[bc]] =(ca)b-(ba)c. 

Es folgt hieraus die Beziehung: 

[a[bc]] + [b[ca]] + [c[ab]] = 0. 

In Gleichung (2) steht rechts die Differenz zweier polarer 
Vektoren, die mit wirklichen Skalaren multipliziert sind. 
Es muß daher auch das Vektorprodukt aus drei polaren 
Vektoren oder aus einem polaren und einem axialen Vek- 
tor ein polarer Vektor sein. 

§ 15. Produkte zweier axialer Vektoren. 

1. Skalares Produkt aus zwei axialen Vektoren oder 
[a b] [c b] . 

Um diesen Ausdruck auf Produkte aus polaren Vek- 
toren zurückzuführen , setzen wir [a b] = e , dann folgt 
aus den beiden letzten Paragraphen, daß 

[abj[cb] = e[cb] = b[ec] 
= b[[ab]c] 
= b((ac)b-(bc)a> 
= (ac)(bb)-(bc)(ab). 
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Eechts stellt zuletzt die Differenz zweier Produkte aus 
reinen skalaren Größen; das skalare Produkt zweier axialer 
Vektoren ist also kein Pseudoskalar. 

2. Vektorprodukt aus zwei axialen Vektoren oder 
[[ab][cb]]. 

Setzen wir wieder \ah] = e , so wird 

[[ab][cb]] = [e[cb]] 

= c (e b) — b (e c) 

= c([ab]b)-b([ab]c). 

Hier sind die polaren Vektoren c und b mit Pseudo- 
skalaren multipliziert, es muß daher die Differenz ein 
axialer Vektor sein. Zusammenfassend können wir sagen : 

Das Vektorprodukt aus zwei polaren oder aus 
zwei axialen Vektoren stellt wieder einen axialen 
Vektor dar, das Vektorprodukt aus einem polaren 
und einem axialen Vektor einen polaren. 

Da übrigens 

[[ob][cb]]=-[[cb][aB]], 
SO ist auch 

[[a B] [c b]] = -a ([c b] b) + 6 ([c b] a) . 

Wir erhalten hieraus die wichtige Beziehung zwischen 4 Vek- 
toren, von denen nicht drei in einer Ebene liegen: 

— b([ab] c) = a ([b c] b) + b ([cb] a) + c ([b a] b) 

oder, da ([a b] c) eine skalare Größe ist und Vektoren durch 
skalare Größen dividiert werden, indem man den absoluten 
Betrag durch die skalare Größe dividiert, nach Division: 

_b = n^[^l + b"-I^;. + c»]'. 

c[ab] ' c[ab] ' c[ab] 

3. Endlich sei noch besonders darauf hingewiesen, daß 
bei der Kombination a{hc)^ die in §§ 13 — 15 schon benutzt 
worden ist, auf die Klammem geachtet werden muß, indem 
a (b c) einen Vektor darstellt von der Größe 

aöccos(bc) 
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und der Richtung des Vektors a , da (b c) nichts anderes als 
eine skalare Größe ist. Es sind die Vektoren 

a (b c) und (a b) c 

völlig verschiedene Größen. 

§ 16. DiTision Ton Tektoren. 

Eine Zahl a durch eioe Zahl h dividieren, heißt, die 
Zahl finden, welche, mit b multipliziert, die Zahl a gibt. 
Diese Definition auf die Vektordivision übertragen, lautet: 

Eine Größe Ä (Skalar oder Vektor) durch eine 
andere Größe B (Skalar oder Vektor) dividieren, 
heißt, die Größe C finden, welche, in die Größe B 
multipliziert, die Größe Ä gibt. 

Von dieser Übertragimg der gewöhnlichen arith- 
metischen Division auf die Vektorrechnung ausgehend, 
wollen wir untersuchen, ob die darin enthaltene Aufgabe 
der Division eindeutig bestimmt ist und zu eindeutiger 
Lösung führt. 

Wenn also — = C, so ist C dadurch bestimmt, daß 

CB = Ä sein soll. 

1. Ist B eine skalare Größe, so ist die Aufgabe 
identisch mit der der Arithmetik; der absolute Betrag 
von C ist gleich dem absoluten Betrag von A dividiert 
durch B, Ist Ä ein Vektor, so auch C, und zwar von 
gleicher Richtung. 

2. Wir nehmen also an : B sei ein Vektor = 6 : 
(x) Ä sei ein Vektor = a . * 

Die allgemeine Annahme über C ist, daß es die 
Summe einer skalaren Größe und eines Vektors bildet. 
Wir setzen daher: 

a , 
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worin die rechte Seite der Bedingung zu genügen hat: 
(1) a^{x+c)b] 

hierbei ist von vornherein über die Art der Multiplikation 
von c mit b nichts gesagt. Da links aber ein Yektoi 
steht, so muß notwendigerweise die vektorielle Multi- 
plikation vorgenommen werden, da c im allgemeinea 
nicht Null sein wird (denn a und b werden im allge- 
meinen verschiedene Richtung haben). Die Aufgabe ist 
daher für diesen Fall {Ä = a) dahin einzuschränken, daß 
ein solches G gesucht wird, daß die Summe aus dem 
Produkt des Vektors b mit dem skalaren Teil von C und 
dem Vektorprodukt des Vektors b mit dem vektoriellen 
Teil von C den Vektor a gibt. Da aber die skalare 
Multiplikation keinen Sinn haben würde, brauchen wir 
diese Einschränkung Aveiterhin nicht besonders hervor- 
zuheben. Wegen der vorliegenden vektoriellen Multi- 
plikation muß auf die Reihenfolge der Faktoren C und B 
geachtet werden, und es soll die Festsetzung ge- 
troffen werden, daß der Dividend durch Multi- 
plikation des Quotienten mit dem Divisor, bei 
welcher der letztere an zweiter Stelle steht, 
erhalten wird. 

Wir können nach geeigneter Wahl von i und J 
schreiben : 

b = ^ t , 

a = «1 i -f «2 i , 

so daß aus Gleichung (1) folgt: 

xb-^ = Ol ^ 



^2 = . 
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Für Ci erhalten wir hieraus keine Bedingung, c^ ist völlig 
willkiirlich. Die Lösung ist also: 

und wegen der Unbestimmtheit von (\ in bezug auf die 
Komponente des Yektorteiles von C, welche in die Rich- 
tung des Divisors fällt, unendlich vieldeutig. 
Ein spezieller Fall ist: a = i, d. h. 

% = ^1 j «2 = , 
ß) Ä sei eine skalare Größe = a : 

a = (a; + c) b . 

Da a eine skalare Größe ist, Itann auch rechts nur 
ein skalarer Ausdruck stehen; daraus folgt, daß x = 
sein muß und die Multiplikation von c und b skaJar aus- 
zuführen ist. Unter Beibehaltung derselben Einheits- 
vektoren i, j, ! folgt: 

CjL 6^ = a , 
während c^ und c^ willkürlich sind. Die Lösung: 

C = — t + C2 i + C3 I 

ist nur bis auf einen additiven, zur Richtung des Divisors 
senkrecht stehenden Vektor von beliebiger Größe ein- 
deutig. 
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Ein spezieller Fall hiervon ist: a = 1 , d. h. 
■r = T-i + ^i + ^3^• 



Yon der vorliegenden Vieldeutigkeit machen wir uns 
frei, wenn wir die Festsetzung treffen, daß der reziproke 
Wert eines Vektors die gleiche Richtung wie der 
Vektor haben soll; der absolute Betrag ist dann der 
reziproke Wert des absoluten Betrages des Divisors. 

Es entsteht nach dieser Festsetzung sofort die Frage, 
ob die Division mit einem vektoriellen Divisor ersetzt 
werden darf durch skalare oder vektorielle Multiplikation 
des Dividenden mit dem reziproken Divisor. 

Wir betrachten wieder die Fälle oc) und ß) einzeln: 

oc) A ein Vektor = a . 

Es ist 



1 
b 



a\ 



a. 






K W 



1^ 



a 



und 



1 



= -?^! = 



Durch Subtraktion folgt: 



a + 



LT" 



«t 



w 



a« 



1 









ß) A eine skalare Größe = a : 
1 



a 



a 



= -t = C-C2i 



3 * — ß ^2 1 ^3 * ) 



eine vektorielle Multiplikation gibt es nicht. 
Es folgt daraus der Satz: 
Die Division mit einem vektoriellen Divisor 
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ist gleichbedeutend mit der Summe der skalären 
und der vektoriellen Multiplikation des rezi- 
proken Divisors in den Dividenden, wenn die 
Festsetzung getroffen wird, daß die im Resultat 
der Division vorkommenden willkürlichen, ad- 
ditiven Yektoren gleich Null gesetzt werden 
sollen. 

Beispiele: 

n h 1 

-r- = -j- (a b) = a cos(a b) i = (a i) i = «1 i , 

wenn b in die Richtung i fällt, und 

^ = i[ax] + [\[ai]] = a — {a\)x = a^i + aj . 

Diese beiden Beziehungen zeigen, daß, wenn ein vektorieller 
Faktor eines gegebenen skalären oder vektorieUen Produktes 
bekannt ist, von dem anderen Faktor nur die Komponente in Rich- 
tung, resp. senkrecht zur Richtung des bekannten Vektors 
bestimmt ist. Aus der Kenntnis beider Produkte dagegen 
und des einen Faktors läßt sich der andere eindeutig berechnen. 

§ 17. Differentiation eines Tektors nach einer 

Skalaren Größe. 

Der Vektor a , der sich auf eine bestimmte Stelle 
des Raumes (x^ y^ z) beziehen mag, sei eine Funktion 
der Zeit t . Er sei, im Bildraum mit den Achsen i , j , f 
dargestellt, zm' Zeit 1 = 1^ gegeben durch 

a = «1 i + «2 i + «3 f • 

Die Andenmg des Vektors während. des Zeitelementes 
dt diXi derselben Stelle (x, ?/, x) ist dann durch 

dt dt^'^ et ^'^'Vi 
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gegeben, da die Abbildung in demselben Abbildungsraum 
geschieht, d. h. die Achsen t, j, f unabhängig von der 
Zeit sind. Diese Änderung kann man als lokale Änderung 
mit der Zeit bezeichnen, indem hier zunächst von einer 
gleichzeitigen Änderung des Ortes x^ y ^ z abgesehen ist, 
wovon später (§ 22) die Rede sein soll. 

Bei mehrfacher Differentiation gilt entsprechend: 

dV' ~ dV' ^"^ 6V' ^"^ dV * 

Die Differentiation von Produkten folgt den bekannten 
Regeln der Analysis. Es ist 

und 



^ = ^<[ab] - [(a + ^a)(b + t^b)]> = 



dt . 



+ 



a 



db 



l dii' 



im letzteren Fall muß, den Regeln der Yektormultiplikation 
entsprechend, auf die Reihenfolge der Faktoren geachtet 
werden. 

In gleicher Weise läßt sich die Änderung des Vek- 
tors a, bei Änderung irgend eines skalaren Argumentes 
von a, aus der Änderung der Komponenten berechnen ; so z. B.: 

da _Sa^ da^ dag 
d X d X d X S X ' 

Der Differentialquotient eines Einheitsvektors ä{t) 
nach seinem skalaren Argument ist ein Vektor, der auf 
dem Einheitsvektor senkrecht steht. Denn die Differen- 
tiation der Bedingung, daß ä ein Einheitsvektor ist, näm- 
lich der Grieichung: 

ä2= 1 
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nach seinem skalaren Argument ergibt: 

d. h. ä und da sind zwei aufeinander senkrechte Vektoren. 
Das gilt natürlich nur so lange, als die Größe des Einheits- 
vektors die Einheit bleiben soll. Es ist im Gegensatz 
hierzu die Formel anzumerken: 

d , . d ^ _^ .da , da 



rfr ^ ät^ ^ dt ' dt' 

worin wieder ä und da aufeinander senkrecht stehen. 

Ist a der Größe und Sichtung nach der Kadiusvektor 
einer durch die Polarkoordinaten r und (p dargestellten 
ebenen Kurve, so daß 

a = cto + ^da , 
so ist 

da = äda -{- adä ^ 

und durch skalare Multiplikation: 

{daY = {daY + a'^ {day , 
Die analoge analytische Formel lautet: 

{dsY = (rfr)2 + r2 {d(pY . 

Es folgt liieraus die Bedeutung von rfä , es ist 

\dä\ = d<p 

der Betrag der Winkeländerung des Vektors a gegen eine 
gegebene Richtung. 

Ist der Vektor a der Ortsvektor eines Massenpunktes 
an der Stelle x, y, x selbst, also 

a==xi + yl + :^l, 
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so ist 

dx"^' dy~^' dz'"^'' 

das sind die Ändenmgen des Vektors, wenn wir von 
Punkt x^y^z übergehen zu dem Punkt x '\- dx^ t/ , « , 
resp. Xjy-^dy^x, oder x,y , x + dz, dividiert durch 
die jedesmalige Entfernung des neuen Punktes vom alten. 
Gehen wir von (x^ y , x) zii dem Punkt {x^, y^, x^) , 
dessen Lage zu dem Ausgangspunkt durch das Element 
da^ de't gegeben sein mag, so ist die Änderung des 
Vektors a auf diesem Wege pro Längeneinheit 

e • de 



de 



= c 



gleich einem Einheitsvektor, dessen Richtung mit der der 
Vektoräaderung, oder der der Bahntangente des Vektors, 
in dem Punkte x, y , x zusammenfällt. 

Bewegt sich der Massenpunkt von {x, y ^ z) auf einer 
Kurve G = 2d^ und ist der Ort des Punktes auf der 
Kurve gegeben durch die auf derselben gemessene Ent- 
fernung s von einem beliebig gewählten Kurvenpunkt, so 
isX da ^ l de = d^ eine Funktion von s , und 

da d^ -- 
— = — = d§ , 
de ds 

wenn ds ^=\d^\ gesetzt wird. Der absolute Betrag der 

Geschwindigkeit des Punktes in der Kurve sei «; = — , 

dt 

dann ist die Geschwindigkeit selbst der Richtung und Größe 

nach, d. h. die zeitlicheÄndemng des Vektors a gegeben durch : 

da d§> ds — 
dt ds dt 

Valentiner, Vektoranalysis. 4 
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Der Vektor der Beschleunigung ist dargestellt durch: 

d^ dd^ ^ , —dv 

b = — = v^ + d^ — . 

dt ds dt 

ddl 



, ein nach seinem Argument differenzierter Einheits- 
vektor, muß senkrecht stehen zu dem Einheitsvektor c/l . 
d d^ gibt die Richtungsänderung der Tangente, wenn wir 
auf der Kurve von x^y^x zu x^ , y^, x^ weitergehen 
(vgl. Fig. 8). Die Normalen in der Ebene des Krümmungs- 
kreises zu den Tangenten in diesen beiden Punkten schneiden 
sich im Krümmungsmittelpunkt. Die vektorielle Änderung 
des Krümmungsradius vom Punkt (x^y^z) zu {x^ ? 2/i > ^i) ist 

d'üi = d§ = dh ds 




'H'^-dfir'H-hdZ ds 



Fig. 8. 

und steht senkrecht auf dem Krümmungsradius 9J im 
Punkt (a; , «/ , %)\ also ist d d^ parallel zu 91 , aber ent- 
gegengesetzt gerichtet. Aus der Ähnlichkeit der Yektoren- 
dreiecke folgt ferner: 
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also: 



und: 



dd^ 


ds 


1 


m 


dd^ 


1 


ds 


m 


i 


"2 , ( 



, dv 
b = —i^ + d^ — 
SR dt 



Diese Form enthält die bekannte Zerlegung der Beschleu- 

nigung in einen tangentialen Teil d^^- und einen zur 

«,2 dt 

Bahnkurve normalen Teil — — . 

§ 18. Satz Tom kleinsten Eoppelmoment. 

In den Anwendungen auf die Statik, § 11, wurde ge- 
zeigt, daß die Größe und Richtung des Koppelmomentes durch 
Änderung des Bezugspunktes, d. h. des Angriffspunktes der 
resultierenden Einzelkraft, geändert wird. Es soll nun die 
Bedingung dafür aufgesucht werden, daß das resultierende 
Koppelmoment den kleinsten möglichen Wert annimmt. Es 
wird also der Vektor a gesucht, für welchen 

(1) r = 2'[t,,$|5,]-^[a<)},] 

ein Minimum wird. Durch skalare Multiplikation mit ^ folgt: 

(2) r^ = 2'[t),^J.r + a^[Ä'?J. 

Soll der absolute Betrag von ^ ein Minimum werden, so muß 
es auch ^^ werden; die Bedingung lautet daher: 

da ^' 

4* 
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oder 

(3) ^[ff„.?,] = [ff„.^5PJ=0'), 

d. h. es ist die Richtung des resultierenden kleinsten Koppel- 
momentes Ä„^ parallel zur Richtung der resultierenden Einzelkraft. 

Die Größe des kleinsten resultierenden Koppelmomentes . 
ergibt sich aus der Größe und Richtung des resultierenden 
Momentes 

mit dem Bezugspunkt, von dem aus die Strecken p^ gerechnet 

werden, durch skalare Multiplikation der Gleichung (1) mit 
9l=2'«p.. Es folgt aus (1): t9i = r 91, oder wenn wir statte 

das kleinste Moment £„^ einsetzen, da Ä,,, und ffi parallel sind : 
K^^^B^^'tR oder K^^^ = ^m. 

Hat mau also ein gegebenes Kraftsystem am starren 
Körper zu einer an dem beliebig gewählten Punkt an- 
greifenden resultierenden Einzelkraft ti und einem resultieren- 
den Koppelmoment Ä zusammengefaßt, so ist das kleinste 
resultierende Koppelmoment der Größe und Richtung nach 
gleich der senkrechten Projektion von Ä in die Richtung der 
Einzelkraft 91 . 

Um endlich den Angriffspunkt der Einzelkraft für den Fall 
des kleinsten Koppelmomentes zu finden, multiplizieren wir 
Gleichung (1), in der wir nun Ä' durch ^„j ersetzen, vektorisch 
mit 9i, dann kommt: 

= [t 91] — [[a 91] 9t] , 
oder 

a9l2 = — [f 9i] + 9i(a9l), 

^) Für die Differentiation eines Vektors nach einem Vektor 
sind freilich bis hierher noch keine Regeln abgeleitet worden ; 
in dem vorliegenden einfachen Fall können wir uns indessen 
leicht von der Richtigkeit der Gleichung (3), die durch Diffe- 
rentiation von (2) nach a gewonnen ist, überzeugen, wenn wir 
an Stelle des Differentialquotienten den Differenzenquotient 

■^-{d^ta + da) — d^ia)) ^^^^^^ ^^^ ^^^^ setzen. 



oder 
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Nun kann man ohne Änderung des Koppelmomentes den 
Angriffspunkt in Richtung der resultierenden Einzelkraft ver- 
schieben, d. h. man kann zum Vektor a einen beliebigen, zu 

8ft parallelen Vektor hinzuaddieren, also auch — 3^ (a9l) , ohne 
daß man an seiner Bedeutung, einen Bezugspunkt des kleinsten 
Koppelmomentes zu definieren, etwas ändert. Es liegt also 
der 2um kleinsten Koppelmoment gehörige Angriffspunkt der 
resultierenden Einzelkraft in der zur Richtung der Resultante 
parallelen Geraden, welche durch den von dem Vektor a defi- 
nierten Punkt geht, wenn der Vektor 

ist und von dem zu Ä gehörigen Angriffspunkt ausgeht. 

§ 19. Zentralbe weguDg. 

Zwischen zwei Punkten mit der Masse m und M möge 
in Richtung ihrer Entfernung eine von der Entfernung ab- 
hängige Kraft wirksam sein. Dann lautet die Gleichung der 
Bewegung des Massenpunktes wi um den Massenpunkt M, 
wenn r die Entfernung der Punkte der Richtung und Größe 
nach definiert und F{r)x die auf die Masseneinheit bezogene 
Kraft darstellt: 

(1) m^ = mMF{r)x, 

Diese Vektordifferentialgleichung zweiten Grades der 
Zentralbewegung, die wiederum drei Gleichungen in gewöhn- 
licher Schreibweise äquivalent ist, erfordert zur Auflösung 
zwei Vektorintegralgleichungen oder eine Vektorintegral- 
gleichung und drei gewöhnliche Integralgleichungen oder 
endlich sechs gewöhnliche Integralgleichungen. Eine Vektor- 
integralgleichung liefert der Flächensatz. Um diesen zu 
erhalten, multiplizieren wir Gleichung (1) vektoriell mit r, 
dann ist 
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m 



dH 



= mMF{r)[xx\ = . 



Die linke Seite können wir schreiben: 



m 



M 



dt 



dt dt 
~di~di 






dx 



Es ist also 
(2) 



r dx 

X 



dt 



const. = 21 , 



eine Vektorintegralgleichung. 51 ist ein konstanter Vektor, der auf 

dx 
X und -TT senkrecht steht, und dessen absoluter Betrag dem 

dx 
doppelten Flächeninhalt des Dreiecks mit den Seiten r und ^- 

dt 

gleich ist. Dieses Dreieck ist die vom Radiusvektor (der 
Verbindungslinie der beiden anziehenden Punkte) in der Zeit- 
einheit überstrichene Fläche. Man nennt 91 die Flächen - 
geschwindigkeit der Masse m. Die Flächengeschwindig- 
keit ist bei der Zentralbewegung konstant. Da 21 
ein Vektor ist, der auf der Ebene der Bahntangente und der 
Verbindungslinie senkrecht steht, so sagt der Satz aus, daß 
jede Zentralbewegung eine ebene Bewegung ist. 
Da 

A = r • t; . sin (r , b) , 

dx 
wenn -r— = ö gesetzt wird, und r • sin(r , ö) gleich der Länge 

der Normalen von dem anziehenden Massenpunkt auf die 
Bahntangente ist, so gilt der Satz: 

Die Geschwindigkeit in irgend einem Punkte der Bahn 
ist umgekehrt proportional dem senkrechten Abstand der Bahn- 
tangente in diesem Punkt von dem anziehenden Massenpunkt. 

Eine skalare Integralgleichung der obigen Differential- 
gleichung erhalten wir aus dem Prinzip der Erhaltung 
der lebendigen Kraft. Wir multiplizieren die Gleichung 
skalar mit 



(3) 



dx dx , -dr 

— = v h r — 

dt dt ~ dt 



Die skalare Multiplikation mit dem ersten Glied, einem 
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Vektor, der auf r senkrecht steht , ist Null , es bleibt daher 
als Resultat: 

^ dt^ dt ^Ut^ ' 

oder, da r' = 1 , 

2di(w=^^^'^di^ 
oder 

■^ t?« = MJF {r)dr + const. , 

eine G-leichung, die den absoluten Betrag der Geschwindigkeit 
als Funktion der Entfernung gibt, ^mv^ ist die kinetische 
Energie, — mMjF{r) dr die potentielle Energie; die Gleichung 
sagt aus, daß die algebraische Summe der Energien 
bei der Zentralbewegung konstant bleibt. 

§ 20. Differentiation einer Skalaren nacli einer 
Skalaren in einer yorgegebenen Biclitnng. 

(Totale Differentiation einer skalaren Funktion 
mehrerer Yariabeln.) 

Das totale Differential einer skalaren Funktion von 
zwei und mehr Yariabeln ist aus einem Yektor ableitbar. 
Zum besseren Yerständnis nehmen wir ein Beispiel zu 
Hilfe. Der Druck p eines Gases, dessen Zustandsgieichung 
fijP, Vy'd') = bekannt sei, ist bestimmt durch das 
spezifische Yolumen v und die absolute Temperatiu* 1?; 
die Änderung des Druckes hängt von der Änderung dieser 
beiden Größen ab. Wir tragen den Druck auf der ^- Achse, 
das spezifische Yolumen auf der a:- Achse, die Temperatur 
auf der «/-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
ab, dann stellt f(p, v, 1?) = die bekannte Fläche dai\ 
deren Punkte das Ensemble aller möglichen Zustände des 
betreffenden Gases bilden. Wenn wir von einem be- 
liebigen Pimkt^Q, Vqj i?q zu dem benachbarten |?i ^ v^, i?i 
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auf der Fläche übergehen, so ist die Gresamtänderung 
des Druckes durch die Richtung und Entfernung bestimmt, 
in welcher , «^j , ^j zu , t'o, ^o liegt. In der zur a:;j> 
Ebene parallelen Richtung, in welcher nur v mit p sich 
ändert, d" aber konstant bleibt, ist die Ändening von jo, 

bezogen auf die Längeneinheit (-y— ) , in der zur yx- 

Ebene parallelen Richtung \-7y^) ? wobei durch den Index 

die konstant zu haltende Grröße angemerkt ist. Diese 
beiden Änderungen können wir als die zueinander senk- 
rechten Komponenten eines in der xy-Ebene gelegenen 
Vektors ansehen, welchen wir durch b'jt? bezeichnen wollen ; 
wir können also schreiben: 



"'^-mMU'- 



Es stellt dies einen Ausdnick dar, aus dem wir die 
Änderung pro Längeneinheit von p in irgend einer der 
X ?/ -Ebene parallelen Richtung ebenso ableiten können, wie 
wir die Größe einer Kraft (oder irgend eines anderenY ektors) 
in einer bestinunten Richtung aus der in der Kraftrichtung 
gegebenen Größe der Kraft ableiten. Wir multiplizieren 
zu diesem Zweck den Vektor skalar mit dem Einheits- 
vektor der vorgeschriebenen Richtung: 

clnn = dv ' i -\- d'& ' i . 

Die Änderung Vp in der Richtung ft ist also gegeben durch 

dp\ dv ( Sp\ dd' 



b'i? • n = 
Nun ist 



dv 




^V * (H)/* = '' 
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nichts anderes als das totale Differential der Funktion p 
von # und v. Danach ist 

an 

Das totale Differential erscheint also hier als die Pro- 
jektion des Vektors 



^>=(a'+(Ä).' 



auf die Richtung dv\ + d'&\^ oder als die Projektion der 
größten auf die Längeneinheit bezogenen Änderung von 
p auf die Richtung, welche durch die willkürlich gegebene 
Größe der Änderungen dv und dd- bestimmt ist. 

Es sei z. B. gefragt nach der Änderung des Druckes in 
Richtung der Adiabate, d. h. nach der Änderung des Druckes 
ohne Zufuhr oder Ableitung von Wärme aus dem System, 
oder mit anderen Worten , nach der Änderung des Druckes 
längs einer Linie, deren Punkte gleichen Entropiewerten ent- 
sprechen. Die Änderung soll also so geschehen, daß die Än- 
derung der Entropie 8 Null ist, d. h. 

Da nach bekannten Gleichungen der Thermodynamik 

ist, worin Cp die spezifische Wärme bei konstantem Volumen 
bedeutet, so lautet die Bedingung: 



>+{%).''-<>■ 



Daher ist die in die act/- Ebene projizierte Richtung, in welcher 
die Änderung von p bestimmt werden soll. 
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dn • n = 



und die Änderung selbst 



dn n -b'p = dp = 



(6p\ 



woraus für den Fall idealer Gase, deren Zustandsgleichung 
pv = {c — c^) ^ ist, die bekannte Beziehung für adiabatische 

• • • 

Änderung folgt: 

p l — ) = const. 

§ 21. Die Operation F bei skalarem Argument. 

Dieselbe Betrachtung, die wir im vorigen Paragraphen 
für das Differential einer skalaren Funktion von zwei 
Yariablen durchgeführt haben, läßt sich auch für den Fall 
der Abhängigkeit von drei und mehr Yariablen anstellen. 
Enthält die skalare Funktion mehr als drei Variable, so 
erfordert freilich diese Behandlungsweise eine Erweite- 
rung des Vektorbegriffes, nämlich die Definition eines 
Vektors in einem mehr als dreidimensionalen Raum. Da eine 
solche Erweiterung die eigentliche Aufgabe der bequemen 
und anschaulichen Formulierung geometrischer Betrach- 
tungen nicht fordert, sondern vielmehr nur logisch formales 
Interesse bietet, legen wir dem Folgenden eine skalai^e 
Funktion zugi-unde, die von drei reellen Argumenten abhängt. 

Die Funktion sei V{x, y, z),- Die drei Variablen 
x^ y , z fassen wir als die Koordinaten eines Punktes im 
Kamn mit den zueinander senkrechten Achsen x, t/, « 
auf und tragen in jedem Punkt des Raumes den Wert 
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der Funktion V für diesen Punkt ein. Gehen wir von 
einem Punkt Xq, i/q, Xq zu dem benachbarten x^, y^, x^ 
über, so ändert sich V von Vq zu V^ ; und diese Änderung 
von V ist wieder von der Richtung, in der wir vor- 
gegangen sind, abhängig. Die Änderungen in Richtung 
der Koordinatenachsen sind 

ev SV ev 

dx ^ dy ^ dz ^ 
dieselben können als Komponenten des Vektors 

ev dV dV 

ax äy dz 

angesehen werden. Um die Bedeutung dieses Vektors 
zu erkennen, brauchen wir nur an eine selbstverständ- 
liche Eigenschaft aller Vektoren zu erinnern. Jeder 
Vektor (z. B. die Kraft) ist seinem absoluten Betrage nach 
größer als seine Projektion in irgend einer Richtung. 
Die Änderung, die durch den absoluten Betrag von b' V 
angegeben ist, ist in der Richtung des Vektors b' V am 
größten. Oder der Vektor b' V gibt der Größe und Rich- 
tung nach die größte, auf die Längeneinheit bezogene 
Änderung der Funktion V an. Man bezeichnet diesen 
Vektor als den Gradienten der skalaren Größe an 
der Stelle x, y^ z und schreibt ihn: 

grad V oder nach Hamilton V V ^). 



*) Das Zeichen V ist der Form eines althebräischen 
Saiteninstrumentes nachgebildet, welches nabla genannt wird. 
Häufig findet man für den Vektor in entgegengesetzter 
Richtung das Zeichen: grad F angewendet. Andere Vorschläge 
zur Nennung des Zeichens V sind „del" (Gibbs -Wilson) und 
„Atled" (Umkehrung von delta), die indessen nicht Eingang 
gefunden haben, „del" dürfte der Einsilbigkeit und bequemen 
Aussprache halber ganz empfehlenswert sein. 
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Das auf die Längeneinlieit bezogene totale Differential 
in der durch die Größen dx, dy^ dz bestimmten Richtung 
erhalten wir durch skalare Multiplikation des Vektors 
mit dem Einheitsvektor 

_• ,dx .dy ^ d% 
dn dn dn 

der gegebenen Richtung; es ist 

/I7T. -X dV dV dx 6V dy dV dz 



dn dx dn Sy dn dz dn 

(FVn) ist Null, wenn die Richtungen der beiden Vek- 
toren des Skalaren Produktes senkrecht zueinander stehen, 
d. h. wenn die größte Änderung von V in einer zu n senk- 
rechten Ebene liegt. Die größte Änderung von V im 
Punkte x^y^z geschieht also in einer Richtung, die senk- 
recht steht auf der Tangentialebene einer Fläche gleicher 
Werte von F; man nennt diese Fläche Mveau- oder Äqui- 
potentialfläche und kann sagen: Der Gradient steht 
senkrecl^t zur Niveaufläche der FunktionFim be- 
trachteten Punkt x^ y^ z. 

Sehen wir von der Bezugnahme auf die Längeneinheit 
ab, so können wir sagen: Das totale Differential der 
skalaren Funktion F in der Richtung 

=- «1 i + «2 i + % I 

ist das skalare Produkt des Vektors VV in den 
Vektor a, also (aPF) oder (VV*Ci)^ worin 

e ' e e 



6x dy ■ dz 

ist. Statt dessen können wir symbolisch auch schreiben 
(a ^) F, wobei aber besonders hervorgehoben werden mag, 
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daß in der Klammer (aV) die beiden Zeichen nicht mit- 
einander vertauscht werden dürfen, um nicht zu Mißver- 
ständnissen Anlaß zu geben ; wie wir bald sehen werden, 
hat nämlich (Fa) als eine Differentialoperation an dem 
Yektor a eine andere bestimmte Bedeutung. Es bezeichnet 
also a • F den Differentialoperator 

d d d 



dx dy dz 

Aus der Bedeutung des Zeichens V geht unmittelbar 
hervor, daß 

V(U+ V) = VU+VV , 

V{UV)= VFU+ ÜVV, 

und wenn c eine Konstante ist, 

V{cU) = cVU. 

Die inverse Operation, d. h. die Integration des 
Gradienten längs eines Weges, ergibt: 

1 
entsprechend der Formel in gewöhnlicher Schreibweise: 

2 
dV 

du ^ ^ 

Man nennt dieses Integral das Linienintegral des 
Vektors PF oder des Gradienten von F. Für irgend zwei 
Wege mit demselben Endpunkt hat dieses liinienintegral 
den gleichen Wert. Es ist daher das Linienintegral eines 
Gradienten über einen geschlossenen Weg gleich Null. 
Umgekehrt folgt aus der Bedingung, daß jedes Linien- 
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integral eines Yektors über einen geschlossenen Weg Null 
sein soll, daß der Vektor als der Gradient einer skalaren 
Größe darstellbar ist. Wenn nämlich das Linienintegral 
über eine geschlossene Kurve Null ist, so kann das 
Ldnienintegral über ein Kurven stück nicht vom Wege 
abhängen, sondern muß eine Funktion der Endpunkte 
sein, also 

jXds = V{x^ 2/1 ^i) - "^(^0 2/o «o) • 

Wir können die Endpunkte der beiden Vektoren to , t^ 
beliebig nahe zusammenrücken, so daß links nur ein Glied, 
rechts ein Differential stehen bleibt: 

Xds = dV. 

Xds ist also das totale Differential einer skalaren 
Größe V, dieses ist aber das Produkt des Gradienten von V 
in die Richtung, in der das totale Differential genommen 
werden soll. Es ist also 

Xds = gradF'rfg . 

§ 22. Differentiation eines Vektors nach einer 
skalaren Größe in einer vorgegebenen Biclitnng. 

(Totale Differentiation eines Vektors.) 

Die Änderung eines Vektors 9S bei Änderung seiner 
unabhängigen Argumente x, y, z setzt sich zusammen 
aus den Änderungen seiner Komponenten. Hat der Vektor 
an der Stelle Xq^ t/o ? ^o ^^^ Wert 

und an der Stelle a;^^ , 2/i > ^i ^^'^ Wert 



Differentiation eines Vektors nach einer skalaren üröße usw. 63 

so gilt 

iß - SS'= (Fl - FOi + {V, -VQi + (V, -VS)t. 

Die aiif die Längeneinheit bezogene Änderung des Vektors 
in einer vorgegebenen Richtung 

a =,01 i + a^i + a^l 

ist also gleich der vektorischen Summe der auf die Längen- 
einheit bezogenen Änderungen der Komponenten in der 
vorgegebenen Richtung: 

= (aF)rii + (5P)F,i + (aPjF3i. 

Statt dessen wird symbolisch ohne Mißverständlichkeit 
(ä. F)SJ geschrieben. Das totale Differential eines 
Vektors in der Richtung a ist daher durch den 
Ausdruck (aV)^ gegeben. 

In § 1 7 haben wir die zeitliche Änderung eines Vektors 
an der Stelle x, y, z berechnet. Ist der Vektor 9S als 
Funktion von x, y, z bekannt, so stellt danach der 

Wert -^ die lokale Änderung des Vektors dar. Es 

sei nun der Vektor fß der Ausdruck einer Eigenschaft 
eines materiellen Trägers an der Stelle x, y, %; und es 
sei nach der Änderung dieses auf denselben Träger be- 
züglichen Vektors in dem Zeitelement gefragt, in welchem 
der Träger von x^ y, z zu der benachbarten Stelle in der 
Entfernung dt = t)* dt sich bewegt. Die Änderung des 
Vektors in der Richtung fl?r ist nach dem Ebengesagten 

(^r F) SS . 
Die gesuchte gesamte Änderung des Vektors in 



64 Rechnungsregeln der Vektoranalysis. 

der Zeiteinheit c?< setzt sich, wenn man von unendlich 
kleineu Größen höherer Ordnung absieht, aus diesen beiden 
Teilen zusammen, nimmt also die Form an: 

Im Gegensatz zu dem ersten Glied auf der rechten 
Seite, der lokalen Änderung mit der Zeit, bezeichnet 
man das zweite als die stationäre Änderung. Ist 
nämlich das erste Glied Null, d. li. ist die durch den 
Vektor SS angegebene Eigenschaft nur eine Funktion des 
Raumes und wird immer auf den gerade ankommenden 
materiellen Träger übertragen, so spricht man von einer 
stationären Sti'ömung. 

In gleicher Weise ergibt sich als gesamte zeitliche 
Änderung einer skalaren Eigenschaft V eines materiellen 
Trägers, der seinen Ort mit der Geschwindigkeit t) ändert, 
der Ausdnick; 

S: = |fH-,.P)r. 

§ 23. Die Operation V bei t ektorlellem Argument. 

Die Anwendung des Hamiltonschen Operators: 

^ d d e 

ex ^dy d 






auf Vektoren führt zu Formeln von physikalischer Wichtig- 
keit. Es ist 

c'x oy cz 

zunächst nur eine svmbolische Schreibweise, die einer 
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näheren Definition bedarf. Führen wir in die Gleichung 
die Yektorkomponenten ein, so kommt: 

(ox ox dx } 



AöVx. , ev, 



2 



*+S'} 



und es entsteht die Frage, wie die Multiplikation zwischen 
je zwei vektoriellen Faktoren zu verstehen sei. Wegen 
der hier vorhandenen Zweideutigkeit sind beide Fälle zu 
untersuchen: die skalare und die vektorielle Multiplika- 
tion; um Mißverständnisse zu vermeiden, schreiben wir 
die skalare Multiplikation F SS oder (F SS) oder F • SS , 
die vektorielle [F SS] oder F X SS . 

Es folgt nach den Eegeln der skalaren Multiplikation : 

(1, v^.^ + ^ + il, 

ex cy dz 

ein sehr einfacher und wichtiger Differentialausdruck 
zwischen den Komponenten des Vektors. F SS ist offenbar 
eine skalare Größe. 

Nach den Regeln der Yektormultiplikation ergibt sich: 



(2) 



'^n ^vA , .(er, er. 



[fm-n^-^ +i 



dy dz I \ c*;^ dx 



l +Hc)J dyj' 



dy 

statt dessen können wir die formale Schreibweise, be- 
nutzen: 

Yalentiner, Vektor an alysis. 5 
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[PS8] = 



• 


• 


I 


e 


d 


d 


dx 


dy 




n 


V, 


n 



Sie hat eine ähnliche Form wie das Vektorprodukt zweier 
Vektoren; der Hamiltonsche Operator spielt durch- 
aus die Rolle eines gewöhnlichen Vektors, imd 
es kann bei der Rechnung mit diesem Operator genau 
nach den gleichen Regeln verfahren werden, als ob das 
Zeichen V ein selbständiger Vektor sei. 

§ 24. Die Skalare Operation P bei yektoriellem 
Argument. Integralsatz Ton Ganß. 

Um die physikalische Bedeutung der Differential- 
produkte abzuleiten, wenden wir diese Symbole auf be- 
kannte Beispiele an. Zunächst soll es sich um V fß 
handeln: 

In § 13 wurde als Beispiel eines skalaren Produktes 
dreier Vektoren die mit „Kraftfluß eines Vektors" be- 
zeichnete Größe eingeführt. Danach ist der Kxaftfluß 
des Vektors SS durch ein Flächenelement do von vor- 
gegebener Richtung gleich dw = SS • 6?o . Es sei nun 
die Aufgabe gestellt, den Kraftfluß des von den Orte- 
koordinaten abhängigen Vektors SS durch eine beliebig 
vorgelegte, geschlossene Fläche mit den Elementen do, 
deren Normalen nach außen gerichtet sein mögen, zu 
berechnen. Der Kraftfluß ist 

(1) w^j^-do = j{V^dydx + V^dxdx + V^dxdy) . 



V^dydx ist der Kraftfluß des Vektors SS an der Stelle 
x^y^% durch die Projektion von 6?o in die ?/s:- Ebene. 
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Wir greifen ein bestimmtes Oberflächenelement do 
an der Stelle x^ y, z des Baumes heraus und errichten 
darüber als Basis einen zur yz -Ebene senkrechten Zy- 
linder, der also in der yz -'Ebene die Projektion, dydZj 
von do herausschneidet und die der Betrachtung zu- 
grunde gelegte Fläche mindestens noch einmal, jedenfalls 
aber eine gerade Anzahl mal durchsetzt. Der erste Teil 
des Integrals erfordert eine Summierung der Projektionen 
sämtlicher mit V^ multiplizierter Oberflächenelemente auf 
die yz-Ebene. Diese Summierung fuhren wir in der 
"Weise aus, daß wir zunächst die Summe der mit dem- 
selben dydz multiplizierten V^ bilden und dann diese 
Beträge über die ganze yz-Ebene summieren. 

Das Durchsetzen mag an den Stellen Xq^ a^ , iCg 7 
a^g . . . geschehen. Ist an der Stelle Xq der Wert von f\ 
gleich Vl^\ so ist er an der Stelle x^ gleich 



«3 

/ 






Xq 

an der Stelle x^^ entsprechend 



/ 



Ux + Vi'^^ usf. 



dx 

Bei der Summation aller auf dydx bezüglichen Werte 
von Fl müssen wir nun bedenken, daß die Normalen 
der Projektionen der Oberflächenelemente an zwei auf- 
einanderfolgenden Durchsetzungsstellen entgegengesetzte 
Richtung haben infolge der Festsetzung, daß die Normalen 
der geschlossenen Fläche sämtlich nach außen gerichtet 
sein sollen. Das eine Mal ist also dydz mit dem posi- 
tiven, das andere Mal mit dem negativen Zeichen zu ver- 

5* 
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sehen. Die Summe hat daher, da wir wegen der ge- 
troffenen Festsetzung der Normalenrichtung an der ge- 
schlossenen Fläche die Normale der Projektion des 
Oberflächenelementes an der ersten Durchsetzungsstelle 
in der negativen a;- Richtung annehmen müssen, den 
folgenden Wert: 

»1 Xi 



J dx J dx 



dx -{- , ,, 



Xq X.2 

Die mit dydz multiplizierte Summe S von Integralen 

ev. 

ist gerade die Summe aller mit-y-^ multipliziertenYolumen- 

demente c?t, die in dem Zylinder über der Basis dy dz inner- 
halb der betrachteten Oberfläche liegen. Das Integral 

fSdydx 

ausgedehnt über die ganze Ebene yz ist daher die Summe 

aller mit -y^ multiplizierten Yolumenelemente, die inner- 

c X 

halb der vorgelegten Oberfläche liegen. Wir schreiben 
infolgedessen : 

//* /* 1 T/" r S) TT" 

Fl dydz =18 dydz = / -^dxdydz =j -^dx . 

Ebenso gilt: 

lV2dxdz==\ -T-^ dr 

Durch Addition folgt: 

(3, » _/« . .0 =/f^ +'§+"^h =h "' • 
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Der Kraftfluß eines Vektors SS durch eine ge- 
schlossene Oberfläche ist gleich dem Integral 
über die mit PSS multiplizierten Yolumenele- 
mente des von der Oberfläche eingeschlossenen 
Raumes. Schließt die Oberfläche nur ein Yolumen- 
element ein, so können wir sagen, der Kraftfluß des 
Vektors SS durch die Oberfläche eines unend- 
lich kleinen Volumenelementes, bezogen auf die 
Volumeneinheit, ist die auf den Vektor SS skalar 
ausgeübte Hamiltonsche Operation P; es ist 

fSS • rfo 
(4) rSS = Lim ^ . 

(dr = 0) dx 

Statt dessen können wir sagen : F SS ist die auf die Längen- 
einheit bezogene Andenmg des von SS herrührenden, auf 
die Flächeneinheit bezogenen Kraftflusses, wenn wir in 
der Richtung des Vektors vorgehen. Die Grleichung (3) 
ist bekannt unter dem Namen: Integralsatz von Gauß 
imd gibt die Transformation eines Flächenintegrals in ein 
Raumintegral oder umgekehrt. 

Es mag hier noch darauf hingewiesen werden, daß 
das Vorzeichen von PSS von der Festsetzung der Rich- 
tung der Flächennormale abhängig ist; daß PSS also eine 
pseudoskalare Größe ist. Wir wollen stets an der obigen 
Bestimmung festhalten, 

§25. Anwendangen. Die Bezeichnung Divergenz. 

Ist durch den Vektor SS ein Wärmestrom in einem 
Körper der Richtung und Größe nach bezeichnet, d. h. die 
Wärmemenge, die in der Zeiteinheit durch die zur Rich- 
tung von SS senkrecht gelegene Flächeneinheit hindurch- 
tritt, so ist die Wärmemenge, die durch das Flächenelement 
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do von beliebig vorgegebener Richtung hindurchgeht, der 
Vektorfluß durch dieses Flächenelement, gleich SS-c?o. 
Der Wärmefluß, der durch eine geschlossene Fläche im 
Körper hindurchtritt, ist die Wärmemenge, die in das 
von der Fläche eingeschlossene Volumen eintritt und die 
zur Energievermehrung dieses Volumens dient. Wird in 
dem Volumen keine innere oder äußere Arbeit geleistet, so 
wird die Wärmemenge eine Temperaturerhöhung hervor- 
rufen. Wenn c die spezifische Wärme imd q die Dichte 
des Körpers bezeichnet, so ist die Wärmemenge, die eine 

Temperaturerhöhung -^ des Volumens dr in der Zeit- 
einheit bewirkt: c q -7- dr . Dies ist also gleichzusetzen : 

ttv 

F^*dT oder: 

Bezeichnet der Vektor SS eine Flüssigkeitsströmung, 
so ist der Vektorfluß durch eine Fläche gleich der durch 
die Fläche pro Zeiteinheit hindurchtretenden Flüssigkeits- 
menge. Die InkompressibilitätsbedinguDg von Flüssig- 
keiten verlangt, daß in eine geschlossene Fläche nicht 
mehr Flüssigkeit ein- als austritt, d. h. die Menge der im 
ganzen eintretenden Flüssigkeit, der Fluß durch die ge- 
schlossene Fläche, ist Null. Die Inkompressibilitäts- 
bedingung lautet also in Vektorschreibweise: 

Ist ein Vektorfeld so beschaffen, daß in Volumen- 
elementen an gewissen Stellen des Raumes FSS einen 
von Null verschiedenen Wert annimmt, so wird in diesen 
Elementen ein Teil der durch den Vektor mitgeführten 
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Menge (z. B. Wärmemenge oder Flüssigkeitsmenge) er- 
zeugt oder vernichtet. Im Fall der Wärmeströmmig ist 
dieses Entstehen oder Verschwinden vorstellbar, indem 
der entstehenden resp. verschwindenden Wärmemenge 
eine Abnahme oder Zunahme der inneren Energie des 
Yolumenelementes entspricht. Bei Betrachtung der Flüs- 
sigkeitsströmung, die wir gewohnt sind als inkompressibel 
anzusehen, ist eine solche Yorstellung, weil sie das Ver- 
schwinden oder Entstehen von Materie im Kaum erfordert, 
etwas erzwungen, wird aber leicht dadurch vermittelt, 
daß man Materie, die der oberflächlichen Betrachtung 
durch irgend etwas entzogen ist, als nicht vorhanden be- 
trachtet. So kommt man dazu, von solchen Volumen- 
elementen, von denen eine größere Menge durch den be- 
treff enden Vektor fort- als zugeführt wird, als von Quell- 
gebieten und Quellpunkten zu reden. Punkte, in 
denen eine größere Menge zu- als fortgeführt wird, nennt 
man Senken (negative Quellen). Die Menge, die 
positiv oder negativ zugeführt wird, also FSS , wird Er- 
giebigkeit, Divergenz, der Quelle genannt. Man 
hat aus dieser Bedeutung an Stelle PS? das Zeichen 
divSS abgeleitet, welches allgemein üblich geworden ist. 

§26. Die Tektorielle Operation P. Die Rotation. 

Um die Bedeutung der Operation [P SS] zu erkennen, 
knüpfen wir an die schon öfter benutzte Gleichung an: 

... dx -dr ^ dt 

Wählen wir als Anfangspunkt von r den momentanen 

Krümmungsmittelpunkt der Bahn des sich bewegenden 

dv 
Punktes, so ist — = und 

CL V 
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dl dl ds 

dt ds dt 

wenn ds ein Element der Bahn ist. Wollen wir auf 
diese Funktion die vektorielle Operation F ausüben, so 
können die darin geforderten Differentiationen beim Über- 
gang zu dem in der Bahn des Mobils benachbart ge- 

di 
legenen Punkt sich nur auf den Teil r -— beziehen, nicht 

ds 

aber auf die Änderung des absoluten Betrages der Ge- 

ds 
schwindigkeit; -r- ist also hierbei konstant zu halten. 

dt 

Aus der Bedeutung von r als Krümmungsradius folgt 

weiter, daß 



^di 
l 



L dti 



-dl 
i 



ds 

-TT =u 



. ds] dt 

gleichfalls konstant bleibt, ö können wir aber in die 
Form bringen: 



dt 



zufolge der Identität 



&)-«• 



Es ist also 

[Ftj] = -[F[tu]]„=[F[ut]]„. 

Eine einfache Eechnung zeigt, daß der Klammerausdruck 
rechts sich auf 2u reduziert, so daß wir erhalten: 



(2) 



[Fö] = 2 



-dl 

l^'dii 
dl 



= 2u. 



Es ist nun nach § 17 — die Winkeländerung des 

11/ z 
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Yektors f in der Zeiteinheit, das also, was man in der 
gewöhnlichen Analysis die "Winkelgeschwindigkeit zu 
nennen pflegt. Dieser Begriff besitzt die charakteristischen 
Merkmale eines Vektors, denn zur Bestimmung der Winkel- 
geschwindigkeit ist neben der Angabe des absoluten Be- 
trages auch die Angabe der Richtung der Drehungsachse 
notwendig. Wir müssen also konsequenterweise die 
Winkelgeschwindigkeit als einen Yektor definieren, der 
auf der Ebene des Krümmungskreises senkrecht steht 

dx 
und dem absoluten Betrag von — proportional ist. Der 

Yektor tv der Winkelgeschwindigkeit ist also proportional 



_ dx 



( 
Wenn wir die Größe dieses Yektors gleich dem 



doppelten Inhalt der vom Radius 1 in der Zeiteinheit über- 

strichenen Fläche setzen, so bleiben die Resultate, auch in 

formaler Übereinstimmung mit denen der gewöhnlichen 

Analysis. Dann ist 

_ dx 
X 



(3) tü = 

und 



dt 



= U 



(4) [Fö] = 2 m . 

Die Operation F vektoriell auf die momentane 
Geschwindigkeit des Mobils ausgeübt, und zwar 
in Richtung der Bahn, ergibt die doppelte 
Winkelgeschwindigkeit des Mobils im Krüm- 
mungskreis der Bahn. 

Wegen dieser Beziehimg hat man diese Operation als 
Rotation oder Wirbel, curl und Quirl bezeichnet 
und schreibt: 

(5) [Fö] = curlb = rotü . 
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Um indessen der Verwechslung zwischen „Eotation des 
Vektors ö" und Rotationsgeschwindigkeit oder Winkel- 
geschwindigkeit, die nur die Hälfte der Rotation ist, vor- 
zubeugen, wird von dieser Bezeichnung wenig Gebrauch 
gemacht. 

Aus der Eomponentendarstellung: 



(6) curlö = 



t 

d_ 
dx 



J 

8 



I 

8 



8y 8 






V. V. 



V 



3 



\dy dz) 
'^^Kdx dx) 



folgt unmittelbar, daß curlö = ist, wenn d der 
Gradient einer skalaren Größe ist, also etwa = ^9?, 
denn dann sind die ünterdeterminanten Null. Ist da- 
gegen curlü 4= , so muß nach § 21 das Integral Jürfä 
vom Integrationswege abhängen und über eine geschlossene 
Kurve von Null verschieden sein. 



§ 27. Satz Yon Stokes. 

Wenn das über eine geschlossene Kurve genommene 
Integral J^d^ nicht Null ist, so läßt es sich durch den 
Vektor curlSS darstellen. 

Es sei zunächst eine ganz bestimmte Kurve vorgelegt, 
längs der die Integration ausgeführt werden soU, nämlich 
die Umrandung eines Parallelogrammes ödo = do von un- 
endlich kleinem Flächeninhalt mit den Seiten dx und 5r an 
der Stelle x,y,z (Fig. 9). In den Mittelpunkten 1,2,3,4 
der vier Seiten seien die Werte des stetig sich ändernden 
Vektors fß mit SSi , SJ2 j SJs > 8S4 bezeichnet. Dann ist 
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(1) 



/aS d^ = ^^dx+ «2 ^^ - «8 ^r - «4 dl 



SSi — SS3 ist nun die Änderung des Yektors SS an der 
Stelle x^ y^ z in der Richtung — öx auf dem Stück dr, 
SS4 — 882 die in Richtung —dx auf dem Stück dr; wir 
können also schreiben: 

1 

(2) -/SB rfg = (dr F) aS . 6^r - (t^r F) SB . d r . 
1 

Benutzen wir nun die Bemerkrmg, daß wir mit dem 
Operationszeichen V genau so verfahren können wie mit 
einem Vektor, so dürfen wir 
nach den Regeln der Multi- 
plikation von Vektoren die 
folgenden Umformungen vor- 
nehmen. Die einzige Vorsicht, 
die wir dabei walten lassen 
müssen, ist, daß auf die Reihen- 
folge der Zeichen geachtet wer- 
den muß. Femer ist zu be- 
denken, daß am Schlüsse der Transformation, in welcher 
Reihenfolge die Zeichen auch stehen mögen, die durch 
das Zeichen V geforderten Differentiationen sich auf den 
Vektor 33 beziehen, während <5r und dx konstante Größen 
bedeuten. 




^.y.x 




Fig. 9. 



(2) 



['-j^d§>=^[dxV){^dx)-{dxV){^dx) 
= {V dx){^dx) - {V dx){^6x) 
= [V^][dxdx\ 
= curiaS • [^r dx\ = — curlSS • do 
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Daraus folgt, daß 

(4) curlSS • = Lim • ^^— - — 

do=o do 

ist, wobei es nun offenbar gleichgültig ist, ob ö do ein 
Parallelogramm oder ein beliebig begrenztes, unendücli 
kleines Flächenelement darstellt. Die Beziehung (4) 
sagt aus, daß das Linienintegral eines mit dem 
Wegelement skalar multiplizierten Yektors, nach 
Division durch die von der Integrationskurve 
umschlossene, unendlich kleine Fläche, einem 
Grenzwert sich nähert, der gleich ist der Wirbel- 
komponente jenes Vektors in Richtung der 
Flächennormale an der von der Integrations- 
kurve umschlossenen Stelle. 

Oder der curl eines Vektors SS an einer Stelle 
o;, 2/, z ist gleich dem Grrenzwert, dem sich das 
Linienintegral über den Vektor SS längs einer 
Kurve nähert, welche ein zur Richtung des 
Wirbels senkrechtes, unendlich kleines Flächen- 
element umschließt, nachdem das Integral durch 
Division mit dem Inhalt des Flächenelementes 
auf die Flächeneinheit bezogen ist. 

Zu dem StokesschenSatz, der eine Transformation 
eines Linien- in ein Flächenintegral oder umgekehrt dar- 
stellt, gelangen wir, wenn wir die in Gleichung (3) be- 
rechnete Größe curl '^•ödo über eine Fläche F integrieren, 
die wir uns in lauter Flächenelemente der betrachteten 
Art zerlegt denken können. Die linke Seite der Glei- 
chung (3) geht dadurch in die Summe der Linieninte- 
grale über die Umrandungen sämtlicher Flächenelemente 
über. Da •nun aber (vgl. Fig. 10) die Umrandungen 
zweier benachbarter Flächenelemente hierbei teilweise 
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sich decken und diese Stücke bei der Integration in ent- 
gegengesetzter Kichtung durchlaufen werden, so ist die 
Summe aller Linienintegrale gleich dem Linienintegral 
aber SS d§ längs der Umrandung der Fläche F. Es ist also 

(5) l^d^^JGmmdo. 

Diese Gleichung stellt den Satz von Stokes dar. 




Fig. 10. 



Aus Gleichung (5) folgt der wichtige Satz, daß 

JcurlSS • do 

über eine geschlossene Fläche Null ist, da das Integral 
auf der linken Seite verschwindet. 



§ 28. Anwendung. 

Gleichung (3) des vorigen Paragraphen können wir 
dazu benutzen, für das totale Differential, das nach § 22 
durch (a P) SS dargestellt werden kann, eine andere Form 
abzuleiten. Indem wir auch durch die Schreibweise an- 
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deuten wollen, daß die Änderung von SS längs einer sehr 
kleinen Strecke in der Richtung a geschehen soll, schreiben 
wir das totale Differential (rfa J^) SS . Wir ersetzen in der 
genannten Gleichung dx durch da, dann ist 

(1) [curla? (^a] dx=(daF)^.dx- P(« da) dx . 

Nach den Regeln der Multiplikation können wir statt 
dessen schreiben: 

dx {[curlSS da] + F(8S da) - (da F) SS) = . 

Da diese Gleichung identisch erfüllt sein muß, welchen 
Wert der Vektor dx auch annimmt, so muß der Klammer- 
ausdruck identisch Null sein, d. h. das totale Differential 
des Vektors SS in der Richtung des Vektors rfa ist 

(2) {da P) SB = [curlSS da] + P(« da)äa , 

wobei anzumerken ist, daß da bei der Differentiation 
konstant gehalten werden muß, was wir durch den Index 
anzeigen wollen. 

Die Formel (2) des § 22 geht dadurch über in: 

d^ S^ 

(3) dT = ä7 + ^"^^^ ' "1 + ^(* ^^' • 

Ist der Vektor SS der Geschwindigkeitsvektor des Punktes 
selbst, so erhalten wir die spezielle Form: 

Es mag hier noch die Gesamtänderung des Kraft- 
flusses durch eine Fläche F in der Zeit dt berechnet 
werden, also: 

d r 

— hß.do. 

dt ■' 



. JS} . do = ^ /b 'do + {p F)& • do 
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f^'do ist eine skaJare Größe, es ist also naxih Glei- 
chung (3) des § 22: 

A 

Das letzte Glied bedeutet die Änderung des Kraftflusses 
pro Zeiteinheit, wenn die durchströmte Fläche sich mit 
der Geschwindigkeit ö bewegt. Die Fläche durchstreicht 
im allgemeinen bei der Bewegung einen Eaum, der be- 
grenzt ist erstens durch die Größe und Lage der Fläche g^ 
und f5f2 2U Beginn und zu Ende der Bewegung und 
zweitens durch die bei der Bewegung von der Um- 
randung § der Fläche bestrichene Fläche. Der aus diesem 
geschlossenen Eaum austretende Kraftfluß ist 

/div?5.(t).6Zo). 

Bezüglich der Normale von do setzen wir fest, daß sie 
mit der Bewegungsrichtung t) einen spitzen Winkel bilde, 
dadurch ist die Eichtung der Umrandung § festgelegt 
und zwar so, daß [6^§ • D] ein Oberflächenelement des be- 
trachteten Baumes mit einer nach außen weisenden Nor- 
male ist. Subtrahieren wir von diesem Kraftfluß den, 
welcher durch die Fläche 

heraustritt, welche g^ und gg verbindet, so erhalten wir 
den Kraftfluß, welcher durch die beiden Flächen §^ und ^5.2 
austritt. Das ist aber gerade die gesuchte Änderung des 
Kraftflusses, wenn die Fläche g^ in ^2 übergeht. Es ist also 

(b F)/gS • do =-/divSS (t) . do) +/Sß • [b • d§] , 

und mit Benutzung des Satzes von Stokes 

I (b F)/« . (^0 = /div SB (b . rfo) + /[SS b] d^ 

^ \ = /divSS (b . do) + /curl[gs b] do , 
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folglich ist 

^^^ Jtl^ ' "^^ ^/{^ + t) div« + curl [SS t)]} ^0 . 

DieÄnderuDg des Kraftflusses durch eine geschlossene 
Fläche ist daher 

§ 29. Bewegung eines starren Körpers. 

Die relative G-eschwindigkeit irgend eines Punktes M^ 
gegen einen Punkt M^ ist durch die Gleichung gegeben: 

wenn der Vektor r die Verbindung der beiden Punkte M^ , M^ 
bedeutet. Sind die beiden Punkte starr miteinander verbunden, 
so kann die Entfernung sich nicht ändern, infolgedessen muß 

— — = sein. Der Rest 
at 

sagt aus, daß die relative Geschwindigkeit t) immer senkrecht 
zu der Verbindungslinie der Punkte gerichtet ist , deren rela- 
tive Geschwindigkeit b gesucht wird. Gleichung (1) stellt die 
allgemeine relative Bewegungsform der Punkte eines 
starren Körpers gegen irgend einen mit dem Körper fest ver- 
bundenen Punkt dar. Hat der Punkt selbst die Geschwindig- 
keit \)q , so ist, wenn r die Entfernung der Punkte von diesem 
Bezugspunkte ist, die allgemeine Bewegungsform der 
Punkte eines starren Körpers: 

(2) b = ö« + r^. 
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Dieses Resultat läßt sich, wenn man bedenkt, daß 

und r der Krümmungsradius der Bahn der relativen Bewegung 
ist, auch so schreiben (vgl. § 26): 

dt /dx 



, , ^ dx (dx \ 



(3) 

= Öo + [u 1^] . 

worin u die Winkelgeschwindigkeit des Mobils um den Punkt 
darstellt. Die Geschwindigkeit ist zusammengesetzt aus einem 
translatorischen Teil % des ganzen starren Körpers und 
einem rotatorischen Teil um einen willkürlich vorgegebenen 
Punkt. Mit Änderung des Bezugspunktes mit der Ge- 
schwindigkeit Öq , von welchem die Entfernung bis zu dem 
Punkt mit der Geschwindigkeit ü gemessen ist, ändert sich 
der Vektor [u r] . Es ist beim Übergang von zu dem 
Bezugzpunkt (/ in der Entfernung und Richtung a = r — t' 

ö = b; + [u'T^ 

oder nach Gleichung (3), da Öq = b^ + [^ ^] ist, 

b = öi + [ur] — [u a] = bj + [u tT . 

it behält also bei diesem Übergang denselben Wert. Wenn bj 
parallel zu [u t'] ist, was sich durch geignete Wahl von a stets 
erreichen läßt, wie leicht zu sehen ist, so spricht man von 
einer Schraubenbewegung; dieselbe geht in eine reine Rotation 
über, wenn bj = wird. 

Die Beschleunigung eines Punktes eines starren Körpers 
erhalten wir durch Differentiation von Gleichung (3) nach t: 

du 






dt 



worin sich wieder b^ auf die Geschwindigkeit des Punktes 
bezieht, von dem aus die Entfernung r gerechnet ist. 

Es seien hier endlich noch die leicht zu verifizierenden 
Gleichungen angeschrieben, die durch Anwendung der 
Differentialoperation V auf die relative G eschwindigkeits- resp. 

Valentiner, Vektoranalysis. 6 
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Beschleunigungsverteilung der Punkte des starren Körpers 
gewonnen werden: 

curlt) = 2u 

divb = 

.dt) .du d _ 
curl-T- = 2 37 = -r: curlö 
dt dt dt 

div^ = -Hcurlö)^ 

§ 30. Trägheitsmomente und Eulersche 

Gleichangen. 

Die lebendige Kraft T des Systems von n starr mit- 
einander verbundenen Massenpunkten mit den Massen m,- ergibt 
sich zu: 

(1) 2'= i^j"»».- f.- = iU-'i {^l + [" - '^.1' + 2 », [u , r,]} . 

Die lebendige Kraft eines starren Körpers mit kontinuierlicher 
Massenverteilung ist, wenn das Verhältnis der Masse dm in 
dem Volumenelement <ir zu diesem Element die Dichte q ist, 

(2) 2'=j/e(ö, + [u,t])''dr. 

Öq und u sind kgnstante Größen für alle Punkte des starren 
Systems. In dem Ausdruck der lebendigen Kraft fallen also 

die doppelten Produkte 2 b^ [u , r] fort , wenn ^ w,- r,. resp. 
fgidz = ist. Kun bezeichnet 

(3) 2 "h ^i 1 resp. fgidn^rntQ 

den Ort des Massenmittelpunktes, des Schwerpunktes. Aus- 
druck (3) wird Null, wenn Tq = ist, d. h. der Bezugspunkt 
mit dem Schwerpunkt zusammenfällt. In diesem Fall ist % 
die Geschwindigkeit des Schwerpunktes, in der Tat ist dann 

(4) fe t> dt =JQ öo cir = w t)o , 
da JQ [u r] dt = [nfg t]dt = 

ist. Der Ausdruck der lebendigen Kraft geht dadurch über in: 
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(5) I = i/e (ö? + [u rD dr 

. =i/e(b; + u»t»-(ur)«)dT. 

Die G-leichung (5) können wir als eine Bestimmungsgleichung 
des absoluten Betrages von u für einen vorgegebenen Wert der 
lebendigen Kraft der Bewegung des starren Körpers betrachten. 
Sie ist eine skalare Gleichung zweiten Grades in u, stellt 
also eine Fläche zweiten Grades dar. Nach der Bedeutung 
von u gibt der Radiusvektor dieser Fläche in irgend einer 
Richtung die Größe der Winkelgeschwindigkeit des starren 
Systems um die in diese Richtung fallende Achse an, wenn 
die lebendige Kraft der Rotationsbewegung des Systems um 
den Schwerpunkt den vorgegebenen Wert 

behält. Statt Gleichung (5) schreiben wir ausführlicher: 
(T=imt>l + iulfQ(rl + fi)dr + iulfe(rl + rr)dT 

(6) l +inllQ(ii + rl)dT^u^u^lQr^r^dr 

{ — ^2 ^h JQ ^i rg dz — -Wg Wj jg r^ r^ dt , 

wenn i*i , Wj , Wg die drei Komponenten desWirbels u und ^i , »"j , r^ 
die drei Komponenten der Entfernung des Volumenelementes dr 
vom Schwerpunkt bedeuten. Man bezeichnet die ersten drei 
Integrale als die Trägheitsmomente, die drei letzten als 
die Deviationsmomente um die drei Achsen i, i, I. Legen 
wir die Achsen i, j, I so, daß sie mit den Richtungen des 
Maximal- Minimal- und Sattelwertes des Vektors u zusammen- 
fallen, d. h. mit den Hauptachsen der Fläche zweiten Grades, so 
verschwinden die Deviationsmomente, die drei übrigbleibenden 
Integrale sind die drei Hauptträgheitsmomente. 

Um die Bewegung eines staiTen Körpere, der vorgegebenen 
Kräften unterworfen ist, zu bestimmen^ gehen wir von dem 
d'Alembertschen Prinzip aus. Nach diesem müssen in jedem 
Augenblick der Bewegung des Punktsystems die gegebenen 
bewegenden Kräfte, unter Hinzufügung der negativ ge- 
nommenen, mit den Massen multiplizierten, wahren Beschleuni- 
gungen — der sogenannten Trägheitskräfte — , sich das Gleich- 

6* 
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gewicht halten. Den Gleich gewichtsbedingungen der Kräfte 
am starren Körper entsprechend, lanten also die Bedingungen, 
aus denen die Bewegung abgeleitet werden kann: 



(7) 






= 0. 



Handelt es sich um die Bewegung eines um einen Punkt 
drehbaren starren Körpers, so ist die erste Bedingung identisch 
erfüllt, es bleibt nur die zweite zu erfüllen übrig, die wir 
schreiben : 

(8) - -■■ '^^^•■ 



t=2' 



t,,m,^ 



worin Ä das resultierende Koppelmoment bedeutet. Diese 
Gleichung läßt sich mit Benutzung der Gleichung (4) in § 29 
leicht in die den bekannten Eulerschen Gleichungen analoge 
Darstellung der Bewegung eines starren Körpers in Vektoren- 
schreibweise überführen. 

Wir wählen als festen Drehpunkt den Schwerpunkt des 
Systems. Aus Gleichung (4) folgt dann durch vektorielle 
Multiplikation mit t,- , da b^ verschwindet : 

-""-(U...JH-[.,[^5|,.,|] 



tv 



dt 



= u (t,. ö,) - ü,. (r^ u) + ^ tj 



tv r 



du 
'~di 



du' 
dt. 



Nach Multiplikation mit m^ und Sumraation (resp. Integration) 
über alle i erhalten "^vir: 

(2) t = —Jq r' dz-jxQ (t |]5) (h -|[ii r] (u x)edz. 

Multiplizieren wir diese Gleichung der Reihe nach mit t , j , ! , 
den Einheitsvektoren der Hauptträgheitsachsen, bezeichnen die 
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Komponenten von u in diesen Richtungen mit w. , Wj , 1^3 , die 
von t mit r^ , rg , rg , die von ^ mit Ä^j , K^ , E^ und berück- 
sichtigen, daß unter diesen Annahmen die Deviationsmomente 
Null sind, so erhalten wir die Eulerschen GHeichungen. 
Es ist nämlich 

— /(«a » •» — «3 ♦•j) (u r) e <i I 

= ^/e (rl + rl) dx + u, «3/0 (r^ - .^) di . 

Wenn wir also mit A^ B^ C die Trägheitsmomente um die 
drei Achsen i, j, ! bezeichnen, so folgt: 

K^=^ A ~~- + ^2 Wg (0 — B) , entsprechend: 



(10) { 






§ 31. Mehrfache Anwendung der Differential- 
operation V. 

Es ist schon häufig von der Bemerkung Gebrauch 
gemacht worden, daß das Zeichen F bei Multiplikations- 
rechnungen und Transformationen von Ausdrücken ebenso 
behandelt werden könne, als sei es das Symbol eines 
Vektors. Mit Hilfe dieser symbolischen Rechnungsweise, 
als der einfachsten Methode, mögen hier noch einige 
Formeln entwickelt werden, w^elche die Anwendung des 
Hamiltonschen Operators bei Produkten von Skalaren und 
Vektoren und die mehrfache Anwendimg des Operators 
auf die bekannten Formen zurücliführen. 



^'6 
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Es sind im folgenden der Reihe nach die verschiedenen 
dreigliedrigen Differentialkombinationen von Skalaren, 
Vektoren und dem Operationszeichen aufgeführt. Die 
Schreibweise ist genügend definiert, so daß eine nähere 
Besprechung der Formeln nicht nötig erscheint; beigefügte 
Indizes sollen die Größe bezeichnen, die in dem Differential- 
ausdruck bei der Differentiation konstant zu halten ist. 

(1) F(ab) = div(ab)=P(ab)a+F(ab)6=adivb+bgrada. 

(2) [F{ä b)] = curl(a b) = a curlb — [b grada] . 

(3) P(a b) - grad(a b) = grad(a h)a + grad{a b)^ . 

(4) P[a b] = div[a b] ^ F[a h]a + f^[a h]f, 

= — a curlb + b curla . 

(5) [Ffabll = curl[ab] = [F[ab]]„ + [V[ah]]i 

-= [a (Pb) - b (Fa)]a + [a (Pb) - 6 (Pa)]8 
= adivb - (aP)b + (bP)a - bdiva . 

6 ) [a [Fbl] = F{a b)„ - b (a F)^ = gTad(o b)» -iaF)b. 

Die Vereinfachung der Rechnung durch die symbolische 
Schreibweise ist sehr groß, besonders bei etwas kompli- 
zierterem Bau, wie z. B. bei Gleichung (5). Um diese 
Gleichung auf gewöhnlichem analytischen Wege zu veri- 
fizieren, geht man am besten von der Schreibweise aus: 



curl [a bj = 



I 



dx 



a2 ^3 

^2 ^3 



cy 



f 

d 



und berechnet die a: - Komponente der rechten Seite von 
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Gleichung (5); dieselbe läßt sich nach einigen Kürzungen 
auf die Form: 

bringen ; Entsprechendes gilt von der y- und ^-Komponente. 
Ist in den Formeln (1) — (5) der Vektor b durch das 
Zeichen V ersetzt, so konunt: 

(10 PPa=divgrada=^^+^^+3^=r2a=z[a i), 



dx^ dy^ dx'^ 



(20 [rFa] = curlgrada = 



f 

t 


ff 

I 


l 


e 


d 


d. 


dx 


dy 


dz 


da 


da 


da 


dx 


dy 


dz 



= 0, 



(3') F(Fo) = graddiva = \V^ai-\- jF^Oj + iFia^ , 



(4') F f Fa] = div curla = ^ 



X 



d d 

dy dz 


^ey 


d d 

dz dx 


02 «3 


«3 % 


d d 




dx dy 


-0, 


«1 ^2 







H 

dz 



(50 F[f^d\] = curl curla = F{Fa) - {f'F)a 



dx^ 



dy' 



dx^ 



*) Die Schreibweise rührt von Lame her. 
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Im Anschluß an Gleichung (4^ mag noch hervor- 
gehoben werden, daß, wenn divc im betrachteten Eaum 
Null ist, c sich als Kotation eines anderen Vektors dar- 
stellen lassen muß. 



IL Teil. 

Anwendungen in einigen physikalischen 

Gebieten. 

§ 32. Einteilung. 

Wir haben zweierlei Vektoren kennen gelernt, axiale 
und polare (§ 3) oder, wenn dieselben als Funktionen des 
Ortes gegeben sind, also Vektorfelder bestimmen, solche, 
deren Divergenz Null, und solche, deren Rotation Null 
ist. Im ersten Fall haben wir es mit einem quellen- 
freien, im zweiten mit einem wirbelfreien Gebiet zu 
tun; in jenem können wir den Vektor durch die Ro- 
tation eines anderen Vektors darstellen, in diesem durch 
den Gradienten einer skalaren Größe. Je nachdem das 
eine oder andere der Fall ist, spricht man von einem 
Solenoidal- oder einem Potential-Vektor. 

Den allgemeinsten Fall eines Vektorfeldes bestimmt die 
Summe eines Solenoidal- und eines Potentialvektors, ent- 
sprechend der Darstellung des allgemeinsten Vektors durch 
die Summe eines axialen uud eines polaren Vektors. 

Es kommen also die folgenden Fälle von Vektorfeldern 
vor. Es ist im ganzen Raum 

(1) curla = , diva = , 

dann ist nach § 21 : a = gradF, also 

(10 diva = 1^2 ]r=o. 
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Eine partikuläre Lösung dieser partiellen Differential- 
gleichung ist 

m 
V=- + n, 
r 

worin m und n willkürliche Konstanten bedeuten. Soll 
nun Gleichung (1') im ganzen Raum, also auch für r = , 
gelten, so muß die willkürliche Konstante m = sein, 
so daß sich V auf eine Konstante reduziert und daher 

a = 
sein muß. 

(2) curla = 0, diva 4= , 

so haben wir ein wirbelfreies Quellengebiet mit dem 
Potentialvektor o; 

(3) curla 4= , diva = , 

so haben wir ein quellenfreies Wirbelgebiet mit dem 
solenoidalen Yektor a. 

(4) curla ^ , diva 4= , 

so können wir die folgende Zerlegung vornehmen. Es sei 

div a = ^ , 

curla = r , 
dann setzen wir 

ö = Ol + 0-2 , 

wo Ol einen Potentialvektor, a^ einen solenoidalen Vektor 
bedeuten soll, dann folgt: 

divai = Q, curlai =^ 

diva2 == , curla2 = r . 

In der Potentialtheorie hat man es vorzugsweise mit 
dem Potentialvektor zu tun, in der Hydrodynamik Vorzugs- 
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"weise mit dem solenoidalen Vektor, während man sich 
zur Darstellung der elektrischen und magnetischen Erschei- 
nungen des aus beiden zusammengesetzten Vektors bedient. 
Ich werde dementsprechend in den nun folgenden 
drei Kapiteln über Anwendungen der Vektoranalysis auf 
die theoretische Physik zunächst einige allgemeine Lehr- 
sätze der Potentialtheorie und damit des Potential vektors, 
dann solche der Hydrodynamik und des solenoidalen 
Vektors ableiten imd zum Schluß auf die Darstellung 
der elektrischen und magnetischen Erscheinimgen dnrch 
die Verbindung beider kurz eingehen. 

Kapitel 1. 

Einige Sätze aus der Potentialtheorie. 

§ 33. Die Bedeutung des Potentials in der 

Mechanik. 

Die skalare Größe F, als deren Gradient der Vektor a 
dargestellt werden kann, wenn curl a = ist, nennt man 
das skalare Potential des Potentialvektors. 

Aus § 21 geht hervor: Die Komponente des Potential- 
vektors in der Kichtung g mit den Komponenten «i , «2 > *8 
erhalten wir durch Differentiation des Potentials oach 
dieser Eichtung. 

Ist a ein Kraftvektor imd von einem Potential V ab- 
leitbar, so ist die Arbeit, die bei Bewegung eines materiellen 
Punktes unter dem Einfluß dieser Kraft längs eines ge- 
schlossenen Weges geleistet wird. Null ; denn nach § 2 1 ist 

s 

1 
nur von den Endpunkten des "Weges abhängig. 
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Besitzt die auf einen materiellen Punkt wirkende 
Kraft ein Potential, so kennen wir stets ein Integral der 
Bewegungsdifferentialgleichungen, nämlich das der le- 
bendigen Kraft.. Denn durch skalare Multiplikation der 
Bewegungsdifferentialgleichung 

(1) m^ = a = Fr 

mit —- folgt, wie am Ende von § 19, 
dt 

d^r dr _^ dr _ 1 ,, ^^^^ dV 

'^di^li''^'dt'-Tt^''^^'^-li\ 

wobei unter dem Differential dV die Änderung von V in 
Richtung des Weges dx bei der Bewegung während des 
Zeitelementes dt zu verstehen ist. Durch Integration folgt: 

m ldr\^ 



2 \dt, 



V = const. 



Kräfte, die ein Potential besitzen, nennt man konser- 
vative Kräfte ; das Potential bezeichnet man in diesem Fall 
auch als Kraftfunktion. Zentralkräfte sind kon servativ. 
Der Ausdruck der Kraft, die dem Newtonschen An- 
ziehungsgesetz zufolge zwischen den Massenpunkten m^ 
und Wg wirkt, ist 

Km^m^ _ 



(2) a = ^^^^^r 



Das Potential dieser Kraft lautet: 

(3) y^Km^^ 

r 

Eine einfache Rechnung zeigt, daß in diesem Fall unter 
Ausschluß des Wertes r = 
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(4) diva = FFF=-^ + 'VT = 

r dr ar^ 

ist, eine Differentialgleichung, welche unter dem Namen 
„Laplacesche Gleichung" bekannt ist. 

§ 34. Newtonsches Potential. 

Unter Potential schlechthin versteht man häufig die 
Kräftefunktion des Newtonschen Anziehungsgesetzes bei 
einer kontinuierlichen oder diskontinuierlichen Massen- 
verteilung. Dieses Potential ist eine Funktion, die bei 
einer solchen Massenverteilung in dem dreidimensionalen, 
unendhch ausgedehnten Raum die folgenden Bedingungen 
erfüllt. 

An jedem Punkt des Raumes mit Ausnahme gewisser, 
nicht räumlich ausgedehnter Stellen (z. B. Punkte, Linien, 
Flächen) ist 

(1) F^V= diya = 4: jtQ, 

wo Q (r) die Dichte oder Ergiebigkeit des Massensystems 
im Punkte x==x\-{-y\ + zl=^rx bedeutet. 

V und seine ersten Ableitungen nach r sind überall 
stetige Funktionen wieder mit Ausnahme gewisser, nicht 
räumlich ausgedehnter Stellen. 

Die Produkte rF, x(tV)V behalten überall endliche 
Werte. 

An Punkten und Linien dürfen ünstetigkeiten 
von V und seinen ersten Ableitungen vorhanden sein, ohne 
näher angegeben zu werden. 

Besitzen an Flächen V und die ersten Ableitungen 
ünstetigkeiten, so sollen sich dieselben beschränken auf 
ünstetigkeiten von V und auf solche der ersten Ab- 
leitungen in Richtung der Normale n zur Fläche beim 
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Durchschröiten dieser Fläche; die Sprünge sollen durch 
die vorgegebenen Funktionen co , x gegeben sein, und zwar : 

(2) ((nP)F)i + ((nF)F), = 4?ra>, 

(3) r,-V, = 4:nx, 

wobei die Indizes zur Unterscheidung der Werte an den 
beiden Seiten der Fläche beigefugt sind und die Nor- 
malen beiderseits nach außen gerichtet sind. 

Diese Bedingungen bestimmen eindeutig das Potential, 
die denselben genügende Funktion V lautet: 

<4, -r./£l^+/^.r-/(,(sP,i).r. 

§ 35. Hilfssätze Ton Green. 

Nach dem Satz von Grauß: 

(1) fdivadr =jado 

ergibt sich, wenn wir statt a das Produkt aus einem 
Yektor in eine skalare Größe einsetzen (wobei die End- 
lichkeit und Stetigkeit des Vektors und des Skalars in 
dem betrachteten Raum vorausgesetzt wird): 

(2) /div(a.F)öfT=/(aF).^o. 

Nun ist 

div(a • F) == Fdiva + a grad F ; 

setzen wir daher für a = gradC7, so kommt: 

(3) j{VVU)do =j(VF^U)dr + j(VUVV)dx . 

Durch YertauschuDg von U und F erhält man eine ent- 
sprechende Gleichung. Subtrahieren wir diese beiden 
voneinander, so kommt: 

(4) j{VVU'-UVV)'do = j{VV'W-UV'W)dT . 
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Ist V=U, so entsteht aus Gleichung (3): 

(5) j{VVV)do =j{VVW+ {VVY)dT . 

Genügt endlich V der Laplaceschen Gleichung: F^V= , 
so ist 

(6) IVFVdo=J{FV)^dT. 

Die Gleichungen (4) bis (6) sind zuerst von Green ab- 
geleitet worden. Das Integral der Laplaceschen Glei- 
chung 



^=7 + ^^' 

WO Cj , ^2 willkürliche Integrationskonstanten sind, hat im 
Punkt r = einen unendlich großen Wert; sollen daher 
die Greenschen Sätze (4) bis (6) auf diese Funktion an- 
gewandt werden, so müssen wir von dem betreffenden 
Eaum den Punkt r = ausschließen imd das Ober- 
flächenintegral über diese ausschließende Fläche aus- 
dehnen. Wir umschließen den Punkt diu-ch eine Kugel- 
fläche von sehr kleinem Kadius. Das Flächenintegral 
über diese kleine Kugelfläche läßt sich sofort ausrechnen. 

Es ist, wenn der Einfachheit wegen F= — gesetzt wird, 



fvFUdo==f-FUdo] 



es bezeichne n die Richtung des Oberflächenelementes do , 
und {FU' n)niax den größten Wert, den die eingeklammerte 
Größe auf der bei der Integration t\x berücksichtigenden 
Oberfläche annehmen kann, so ist 

i fl vu. do\^\ (FU. nuJ— 1 = 0. 

iJ r , i J r \ 
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Femer ist, wenn der Kugelradius so klein ist, daß die 
Werte von U an den verschiedenen Stellen unendlich 
wenig von dem Mittelwert ü^ im Punkt r = ver- 
schieden sind, 

(7) juFr.do==fuVy.do==-üJ^ = -^7iUQ. 

Dagegen ist das Volumenintegral über die kleine Kngel 
Null, wenn V^U endlich ist; es bleibt also das Volumen- 
integral in Gleichimg (4) von dieser Absonderung un- 
beeinflußt. Gleichung (4) geht dadurch über in: 

(8) fljFU-UF^]do-'4.jiUo=f^V^UdT i), 

in welcher Formel die Integrale über den Raum, resp. über 
die Oberfläche des Raumes zu erstrecken sind, in welchem 
U und die erste Ableitung von C/" stetige Funktionen sind. 

§ 36. AbleituDg der Potentialfanktioa ans den 
eharakterlstischen Bedingnngen. 

Die Gleichung (8) des § 35 stellt eine Funktional- 
gleichung zwischen einer Funktion U und ihren ersten 
und zweiten Ableitungen dar, die von jeder Funktion er- 
füllt werden muß, welche samt ihrer ersten Ableitung in 



*) Die Richtigkeit des negativen Zeichens vor AjiTIq er- 
kennt man sofort, wenn man bedenkt, daß wir die Normalen- 
richtung der Oberflächenelemente der sehr kleinen Kugel, 
deren Inneres zum »,äußeren Raum" gehört — wenn man als 
solchen den Raum bezeichnet, der von der Betrachtung aus- 
geschlossen ist — , konsequenterweise nach dem Innern der 
Kugel weisen lassen müssen, wenn die Nonnale der 'Ober- 
flächenelemente der anderen Integrale* nach dem ,,äußeren 
Raum" gerichtet ist. 
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dem für die Funktionsgleichung in Betracht gezogenen 
Bereich endlich ist. Es muß also auch die Potential- 
funktion V dieser Gleichung genügen, wenn wir die etwa 
vorhandenen Unstetigkeitspunkte durch Kugelflächen mit 
beliebig kleinem Radius von dem betrachteten Raum aus- 
schließen, Lüiien durch röhrenförmige Flächen möglichst 
geringer Ausdehnung und ünstetigkeitsflächen durch ge- 
schlossene Flächen, die sich ihnen möglichst nahe beider- 
seits anlegen. Das links stehende Oberflächenintegral ist 
dann auszudehnen: 1. über die unendlich große Kugel- 
fläche, die den ganzen Raum umschließt, 2. über die üm- 
schließungsf lachen um Unstetigkeitspunkte und -linien, 
3. über die ümschließungsflächen der ünstetigkeitsflächen 
mit den vorgegebenen Sprüngen. 

Nun ergibt sich unter Berücksichtigung der Be- 
dingungen in § 34: 

ad(l)/ipF.do=/r(tFF)^^(rrrF)— ./^ = , 

worin do^ den absoluten Betrag des Oberflächenelementes 
doi der Einheitskugel bezeichnet, welches vom Mittel- 
punkt unter dem gleichen Winkel wie do gesehen w^ird ; 
ferner: 

OO OO oo 



ad (2) |(lFr-Fpl)rfo = 0, 



Wiegen der Endlichkeit von F, r imd deren Ableitungen 
an der Oberfläche und zufolge der gegen Null konver- 
gierenden Größe der Oberfläche. 
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ad (3) Kjf'V- FPI) do =/| (((n P)F)i 

+ i{nV)V),)df-fiV,-r,)(nF)^.df, 

indem wir nämlich immer die auf den beiden Seiten der 
Unstetigkeitsfläche sich gegenüberliegenden Oberflächen- 
elemente zusammennehmen und nur über die eine Seite, 
oder was dasselbe ist, über die Unstetigkeitsfläche mit 
den Flächenelementen df integrieren. Mit Bezugnahme 
auf die obigen Bestimmungen über die Flächenunstetig- 
keiten können wir den Ausdruck schreiben: 

infjdf-Anjx{nF)jdf: 

Durch Addition der Flächenintegrale i) und mit Berück- 
sichtigimg des Wertes 4 tt ^ für P^ y j^ (j^m Integrations- 
raum selbst erhalten wir daher aus Gleichung (8) die 
folgende Form: 

(1) - Fo =1-^- dT +1^ df-fx (n P) I dr . 

Vq ist der Wert der Potentialfunktion V an der Stelle 
des Raumes, von welcher aus die Entfernung r des Raum- 
elementes dr oder des Flächenelementes df zu rechnen 
ist. Da die Größen ^ , co , ;^ als Funktionen von x^y ^ z 
resp. r gegeben sind, welches die Integrationsvariablen 
darstellen, ist Vq hieraus berechenbar. 

Die Funktion Vq erfüllt alle Bedingungen, die in § 34 
gestellt worden sind; es ist nur noch ein Wort über die 
Eindeutigkeit derselben hinzuzufügen. Sind Vq imd Vq 



*) Vgl. die Anmerkung auf Seite 95. 

Valentin er, Vektoraualysis. 
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zwei FimktioneD, die den gestellten Bedingungen genügen, 
so gelten für die Differenz U=Vq — Vq die Bedingungen: 

1. V^U= (mit Ausnahme gewisser, nicht räumlich 
ausgedehnter Stellen: Punkte, Linien, Flächen). 

2. U und seine ersteh Ableitungen nach r sind 
überall endlich und stetig, mit Ausnahme nicht räumlich 
ausgedehnter Stellen, nämlich von Punkten und Linien; 
ünstetigkeitsflächen von ?7gibt es nicht. 

3. Die Produkte lU und x{xV)U behalten überall 
endliche'' Werte. 

Wenden wir nach Ausschluß der ün Stetigkeiten durch 
Kugel- und Röhrenflächen auf diese Funktion die 
Greensche Gleichung (6) an, so verschwindet, wie sich 
analog dem Obigen zeigen \ä&t, die linke Seite identisch; 
dies fordert: {FJJ)^ = Oj und hieraus folgt mit Be- 
nutzung von Bedingung 3, daß U selbst Null sein muß. 
Somit ist die Eindeutigkeit der Potentialfunktion erwiesen. 

§ 37. Dentnng des ersten Gliedes der Losung. 

Es soll gezeigt werden, daß die gewonnene Lösung 
die Kräftefunktion des Newton sehen Anziehungsgesetzes 
bei einer kontinuierlichen oder diskontinuierlichen Massen- 
verteilung darstellt, d. h. daß die partielle Ableitung nach 
irgend einer Richtung im Kaum eine in dieser Richtung 
wirkende Kraft darstellt, die als Ausdruck des Newton- 
schen Gesetzes aufgefaßt werden kann. 

Nach Gleichimg (3) von § 33 ist: 

(1) v^'^^^^^K 

r 

das Newtonsche Potential in bezug auf die Wirkung 
zweier Massenpunkte m^ und m^ . Ist ein Massensystem 



Oo = —KniQ^ 
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Wq m^ . . . w, . . . m» gegeben , dessen Massenpunkte nach 
dem Newtonschen Gesetz aufeinander wirken, so ist — 
falls r^ . . . r„ die Entfernung zwischen den Massenpunkten 
w?! . . . nin und m^ bedeutet — der Punkt mit der Masse Wq 
der Kraft unterworfen: 

rj 
mit dem Potential: 

rr TT -KP ^» 

Beim Übergang von einem diskontinuierlichen zu 
einem den Eaum kontinuierlich erfüllenden Massensystem 
verwandeln sich die Summen in dreifache Integrale, die 
über den ganzen, von den anziehenden Massenteilchen 
erfüllten Raum zu erstrecken sind. Der Einfachheit halber 
setzen wir K^=-\ und m^=\. Dann ist 



-dx 



(3) ^ - -lil%. 

mit dem Potential: 

wenn q die Massendichte in dem Yolumenelement dx be- 
deutet, das von dem Punkt, auf den sich Kraft und 
Potential beziehen, um r entfernt ist Man hat für das 
Potential die symbolische Bezeichnung eingeführt: 

(4) Fo = Pot^ ; 

a^) = FFo = PPot^ = New^ , 

herrührend von dem Namen Newton, da New^ die 
Attraktionskraft eines Körpers mit der Dichte q auf einen 

7* 
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Punkt bedeutet. Pot q ist eine Funktion des Punktes (0), 
während q eine gegebene Funktion des Eaumes, über den 
integriert wird, bedeutet 

Die Betrachtung kann sich zunächst nur auf einen 
Punkt beziehen, der außerhalb des mit Masse erfüllten 
Baumes liegt, da a für den Punkt r = seine Endlich- 
keit und Stetigkeit einbüßen könnte. Wir müssen also, 
w^enn wir das Potential und die Kraft in bezug auf einen 
Punkt, der in der anziehenden Masse liegt, berechnen 
wollen, zunächst denselben durch eine kleine Kugel von 
dem lutegrationsraum ausschließen und den Einfluß 
dieser kleinen Kugel auf das Potential und die Kraft in 
dem Mittelpunkt der Kugel getrennt ausrechnen. Es ist 
aber leicht zu zeigen, daß, wenn g endlich bleibt, die 
Integrale über die unendlich kleine Kugel: 



dr 

JJJ r^ 
und 



,r.' 



i 



— dx 



/ 



einen unendlich kleinen Wert annehmen, so daß wir ohne 
Rücksicht auf diese ün Stetigkeit über das ganze Gebiet 
integrieren dürfen. 

-- dr ist nun das erste Glied der Lösung (1) in § 36, 

T 

dasselbe stellt also das Newtonsche Potential einer kon- 
tinuierlich im Räume verteilten Masse in bezug auf irgend 
einen Punkt, der vom Element dx um r entfernt ist, dar. 
Q bedeutet die Dichte der im Raum kontinuierlich ver- 
teilten Masse, oder infolge von: 

1 1 

^ = -— p2r=- — diva 
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die Ergiebigkeit des Vektors a an dem Punkt aj , ^ , x. 
Ist diva oder q positiv, so ist der Punkt ein QueUpunkt, 
ist Q negativ, ein Senkpunkt. 

§ 38. DeutuDg des zweiten Gliedes der Lösung. 



(t^A 



Den zweiten Term der Lösung, das Integral 

J r 

können wir ebenfalls als den Ausdruck des Newton- 
schen Potentials eines gewissen materiellen Systems be- 
trachten. Das Integral bezieht sich auf die Umschließung 
der ünstetigkeitßfläche, also auf eine geschlossene Fläche, 
die sich an die ünstetigkeitsfläche von beiden Seiten 
möglichst eng anschließen soll. Es sei e die unendlich 
kleine Entfernung zweier sich gegenüberliegender Flächen- 
elemente der ümschließungsf lache, so daß edf das Vo- 
lumen eines kleinen Zylinders ist, dessen Basisflächen 
Flächenelemente der Umschließungsfläche sind, welche 
im Grenzfall mit dem Element df der Ünstetigkeitsfläche 
zusammenfallen. Das Newtonsche Potential des von der 
Umschließungsfläche eingeschlossenen Raumes auf einen 
äußeren Punkt würde, wenn die Massendichte in diesem 
Räume q^ ist, lauten: 

'q' € df 



f- 



ein Integral, welches über die Ünstetigkeitsfläche aus- 
zudehnen wäre, e g' stellt <lie Masse des Zylinders von 
der Höhe s über der Flächeneinheit dar; konvergiert 
€ gegen Null, d. h. rücken die Basisflächen einander immer 
näher, und soll trotzdem die Masse des Zylinders einem 
endlichen Grenzwert o) sich nähern, so muß die Dichte 
größer und größer werden. Im Grenzfall: e = ent- 
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steht eine Fläche von unendlich großer, räumlicher 
Massendichte, derart, daß die j^lasse der Flächeneinheit 

den endlichen Wert cd annimmt. / — df ist also das 



JT^r ■'• 



Newtonsche Potential einer mit Masse belegten Fläche. 
Auch hier spricht man von Ergiebigkeit der Quell- und 
Senkpunkte, die über die Fläche verteilt sind. Es ist 

jdiva ' e'df = ja» do j 

wo das linke Integral über die ünstetigkeitsfläche aus- 
zudehnen ist, das rechte über die ümschließungsf lache. 
Die letztere können wir auffassen als die Fläche eines 
Zylinders von unendlich kleiner Höhe, deren Basisflächen, 
die wir wieder durch die Indizes 1 und 2 unterscheiden 
wollen, parallel sind. Dann ist die Summe zweier 
Integralelemente, die sich auf die beiden Elementarbasis- 
flächen eines Elementarzylinders beziehen: 

(ado),+{ado).,^{((nF)V)^ + {{nF)V)^}df=4.7icodf, 

Es ist also 

- — diva »6 = 0), 

4:7Z 

die Ergiebigkeit in dem unendlich kleinen, von der 
ümschÜeßungsfläche eingeschlossenen Baume. Für ver- 
schwindendes € bleibt - — diva • £ noch endlich, es re- 

duziertsich die räumliche Ergiebigkeit auf eine Fläch en- 
ergiebigkeit oder Flächendivergenz. 

"Wir haben uns also an der ünstetigkeitsfläche eine 
Massenverteilung, eine sogenannte Flächenbelegung 
vorzustellen, deren Wirkung auf die äußeren Punkte 
gemäß dem Newtonschen Gesetz erfolgt. 
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§ 39. Deutung des dritten Gliedes der Losung. 

Endlich läßt sich auch der dritte Ausdruck der 
Lösung in eine den ersten beiden analoge Form bringen. 
Wir schreiben: 



=hhvhrr^^-i^'ii.^^f- 



+ 

Setzen wir nun: 

mit der Bedingung, daß 9? • c?w für kleiner werdendes dn 
einen endlichen Wert annimmt, so sind die beiden Inte- 
grale von der in § 38 erörterten Form. 9? oder ;f er- 
stellt eine Flächenergiebigkeit an der Unstetigkeitsfläche 
dar, welche dem Newtonschen Gresetze gemäß auf die 
äußeren Punkte wirkt. Die Flächenergiebigkeiten, auf 
die sich die zwei Integrale beziehen, sind zu beiden Seiten 
der unstetigkeitsfläche verteilt, so daß das erste Integral 
über eine dem angezogenen Punkt abgewandte, der Un- 
stetigkeitsfläche sich eng anschließende Fläche, das andere 
über eine der Unstetigkeitsfläche von der anderen Seite 
sich eng anschließende Fläche ^u nehmen ist. Die Er- 
giebigkeiten sind auf gegenüberliegenden, um dn von- 
einander entfernten Flächenelementen einander entgegen- 
gesetzt gleich und wachsen bei abnehmendem dn ins 
Unendliche, so daß 

Lini9? • dn 
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dem vorgegebenen "Werte x ^^ ^^^ Stelle sich nähert. 
Infolgedessen nimmt die Differenz der beiden Integrale 
einen endlichen Wert an. Denn 

Wir können statt dessen sagen: 

lx{nF)ydf=f{xn)F^df 

stellt die Summe zweier entgegengesetzt gleicher, un- 
endlich nahe benachbarter, zu beiden Seiten der ün- 
Stetigkeitsfläche verteilter Flächenbelegungen dar, die von 
der Art unendlich große Ergiebigkeit besitzen, daß das 
Produkt der Ergiebigkeit in die Entfernung der beiden 
Belegungen mif abnehmender Entfernung dem endlichen 
Wert 

sich nähert. Man nennt solche ünstetigkeiten Doppel- 
belegungen oder Doppelquellen, das Produkt (;^n) 
bezeichnet man als Moment der Doppelquelle, der 
absolute Betrag dieses Momentes ist also gleich dem 
4 TT -fachen des Sprunges von V an der ünstetigkeitsfläche. 
Ist ;^ = 99 dn konstant über die ganze ünstetigkeits- 
fläche, so läßt sich das Potential einer solchen mit 
Doppelquellen belegten Fläche kürzer so schreiben: 



4- 



^^äf-^a, 



V 



WO ß den körperlichen Winkel bezeichnet, unter dem die 
Fläche vom Bezugspunkt aus erscheint. 
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Kapitel 2. 

Einige Sätze der Hydrodynamik. 
§ 40. EinfOhrung der FJBchenkräfte. 

Wird der Betrachtung der Systembewegungen nicht 
mehr die Vorstellung zugnmde gelegt, als bestehe das 
System aus einer Anzahl diskreter Massenpunkte, sondern, 
wie man es bei der Behandlung der Flüssigkeiten zu tun 
pflegt, die Vorstellung eines kontinuierlich im Räume 
verteilten Mediums, so ist es für die Darstellung vorteil- 
haft, neben den auf die Massenpunkte oder die mit Masse 
erfüllten Volumenelemente wirkenden Kräften Flächen- 
kräfte einzuführen, die auf die Flächenelemente an der 
Oberfläche des Körpers wirken sollen. Diese Ober- 
flächenkräfte setzen wir proportional dem absoluten Be- 
trage, do , des Oberflächenelementes do , dessen nach dem 
Außenraum weisende Normale in die Richtung n fallen 
möge ; im allgemeinen werden sie von den Ortskoordinaten 
und der Richtung des Flächenelementes abhängen, es sei 
deshalb durch den Index n angegeben, daß die Kraft 5ßn 
sich auf ein Flächenelement mit der Normale n bezieht. 

Die Bewegungsgleichungen (7) des § 30 gehen durch 
diese Festsetzung über in 

(1) J[Q%dT + %,do - ^^^t) = , 



C\ dH , " 

(2) / X,Q%dx + %d0--Q — dx 



= 0, 



wenn ^ die Kraft der Masseneinheit und q die Dichte 
bezeichnet. 

Da diese Gleichungen für jeden Teil des Mediums, 
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also auch für ein Yolmnenelement gelten müssen, so folgt 
aus der ersten, daß 

über die Oberfläche eines unendlich kleinen Volumen- 
elementes ausgedehnt unendlich klein von dritter Ordnung 
sein muß. Berechnen wir das Integral für den speziellen 
Fall, daß das Volumenelement ein unendlich kleiner 
Tetraeder mit den Flächen do^ ido, jrfo, Ido ist, so er- 
kennen wir, daß aus diesem Grunde 

% = %(idö) + ^,{idö) + %(ldö) 

sein muß. Für irgend einen Teil des Mediums oder das 
ganze Medium können wir daher schreiben: 

l%do =/$.(irfo) + %(ido) + %{ldo) . 

Die rechte Seite können wir mit Hilfe des Satzes von 
Gauß in das Eaumintegral umformen: 



/( 



«*. + 5.+9fV.. 



6x .6y 
Denn es ist 

/«ß.(ido)=i/(t5ß,) iido)+il{i%) (ido)+l/(I5ß.) (ido) 
oder, da 

fix ^x) (i do) =fx (i $J do =jdiv(t (i %)) rfT= [if^) dt 
und entsprechend 

jimiido) = {if'-^dr) 

\l%)(xdo) = [tJ^dT^ 
ist, folgt: 



/o 



Einführung der Flächenkräfte. 



'r + 



i(i/t-)+' 



(■/t 
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dr 



' 



dx 



dx , 



wie leicht verifiziert werden kann [vgl. § 56, Grleichimg (5)]. 
Durch diese Transformation geht die linke Seite der 
Gleichung (1) in ein Raumintegral über, und es muß in- 
folgedessen sein: 



(3) 



d-l ^ S'^x ^$ir ^% 



di^ 



e 



X 



dy 






-/(['■ 



In Gleichung (2) können wir das Oberflächenintegral 
einer ebensolchen Transformation unterziehen. Es ist 

/[r, $„]do=/([t, $J(irfo)+[t, ^„](jdo)+[r, %](Ido)) 

Es folgt daher durch Substitution aus (2): 

^'^^^ dx^ öy^ dx ^dt\ 

Nach Gleichung (3) verschwindet die linke Seite dieser 
Gleichung, also folgt, daß die Komponenten des rechts- 
stehenden Vektors Null sein müssen, d. h. 

{^„ I) = {% i) , 



(4) 



( 
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§ 41. Enlersche Gleichungen fQr reibungslose 

Flfissigkeiten. 

Bei der Betrachtung reibungsloser Flüssigkeiten nimmt 
man an, daß 

(1) ($xj) = (*,!) = (*.t) = 

und die absoluten Betrage der Druckkräfte $x ? $^ » % gleich 
sind. Dann kann man schreiben: 

(2) %>=pi, 

[ %=pt, 

so daß Gleichung (3) die Form annimmt: 

(3) Q^,-Q^ + fp- 

Die Eulersche Schreibweise dieser Fundamentalgleichung 

der Hydrodynamik erhalten wir, wenn wir die totale 

zeitliche Änderung der Geschwindigkeit eines Punktes 

d^x dt) 

mit dem Vektor r , also -— , oder — - durch die Siunme 

dt^ dt 

der lokalen und der stationären Änderung ersetzen; es 

ist nach Gleichung (4) in § 28 

(4) || + (t.F)ü = ^ + iFb*-[bcurlb] = $ + -f>. 

Hierzu kommt als weitere Fundamentalgleichung die 
Inkompressibilitätsbedingung, nach welcher die in ein 
Volumenelement einströmende FlQssigkeitsmasse Null 
sein muß. Die Flüssigkeitsmasse pro Zeiteinheit und 
Flächeneinheit ist gleich dem Produkt der Dichte in die 
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Geschwindigkeit. Soll die Dichte konstant sein, so er- 
gibt sich 

(5) divö =« . 

§ 42. Sätze Tou Helmholtz fiber die Wirbel- 
bewegung. 

Besitzt die Kraft $ eüi Potential, F, ist also 

SO läßt die Gleichung (4) des § 41 sich einfacher schreiben, 
es ist 

(1) |^ + (t,p)ü = F(r+|i,). 

Hieraus können wir sofort eine Gleichung ableiten, 
die eine allgemeine Eigenschaft der Bewegung von Flüssig- 
keiten darstellt, was für Kräften die Teilchen der 
Flüssigkeit auch unterworfen sein mögen, wenn dieselben 
nur ein Potential besitzen. (Xach den Vorstellungen, die 
man sich von den Reibungskräften macht, gehören diese 
nicht dazu.) Wir haben oben gezeigt, daß die Rotation 
eines Gradienten Null ist; daraus folgt in vorliegendem Fall: 

(2) curl(|j + (ü F) ö) = . 

Nennen w^ir die Rotationsgeschwindigkeit 

l^curlt) = to , 
80 können wir die Gleichung schreiben: 

-^ curlm curlül = . 

dt 
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Benutzen wir Gleichung (5) in § 31, so kommt: 

oder nach Gleichung (2) in § 22: 

Diese Gleichung ist der Ausdruck der von Helmholtz^) 
zuerst erkannten Eigenschaft reibungsloser Flüssigkeiten: 

„Diejenigen Wasserteilchen, welche nicht 
schon Kotationsbewegungen haben, bekommen 
auch im Verlaufe der Zeit keine Kotations- 
bewegungen." 

Die Richtung des Vektors tu fällt nach der Definition 
in die Achse der Rotation, oder nach Helmholtz in die 
Richtung der Wirbellinie durch den betreffenden Punkt, 
indem er definiert: „Wirbellinien sind Linien, welche 
durch die Flüssigkeitsraasse so gezogen sind, daß ihre 
Richtung überall mit der Richtung der augenblicklichen 
Rotationsachse der in ihnen liegenden Wasserteilchen 
zusammentiifft.'' 

Die Entfernung zweier in einer Wirbellinie zu Beginn 
des Zeitelementes dt befindlicher, benachbarter Teilchen 
sei der Richtung und Größe nach durch (e • tu) gegeben. 
Am Ende des Zeitelementes dt ist die Entfernung: 

d , / dto \ 

{etü) + -{stv)dt^e[tv + -^dt), 

d. h. die Verbindungslinie der Teilchen fällt in die Richtung 
der Rotationsachse am Ende der Zeit dt, es bleiben also 
die Teilchen in ein und derselben Wirbellinie. 



») H. V. Helmholtz, Wiss. Abh., 1, S. 101 ff. 
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„Eine jede Wirbellinie bleibt fortdauernd aas 
denselben Wasserteilchen zusammengesetzt, 
während sie mit diesen Wasserteilchen in der 
Flüssigkeit fortschwimmt." 

Wirbelfäden nennt Helmholtz Teile der Wasser- 
masse, welche man dadurch aus ihr herausschneidet, daß 
man durch alle Punkte des ümfanges eines unendlich 
kleinen Flächenelementes die entsprechenden Wirbel- 
linien konstruiert. 

Man sieht sofort, daß das Produkt aus der Eotations- 
geschwindigkeit und dem Querschnitt in der ganzen Länge 
desselben Wirbelfadens konstant ist. Denn wenn wir von 
einem Querschnitt eines Wirbelfadens zum benachbarten 
übergehen, so ist die Änderung des Integrals dieses Pro- 
duktes über den Querschnitt nach Gleichung (5) in § 28 

(tu F)/iü . 6^0 = . 

Den Betrag des Vektors tu bezeichnet man als Wirbel- 
stärke, das Produkt aus Wirbelstärke in den Querschnitt 
eines Wirbelfadens als das Moment des Wirbelfadens. 
Es folgt hieraus, daß Wirbelfäden und daher auch 
Wirbellinien stets geschlossen sein müssen. 

Besitzt die Kraft 5ß kein Potential, so ist 

(4) curl(|^ + (pV)\)] = ^ - {tüV)\) = curl$ . 

Umgekehrt folgt hieraus, daß, wenn die Bewegung der 
Teilchen so vor sich geht, daß ein Greschwindigkeits- 
potential besteht, d. h. daß 

curlt) = 2 tD = , 

die Bewegung unter dem Einfluß von Kräften erfolgen 
muß, die ein Potential besitzen; in diesem Fall ver- 
einfacht sich die Gleichung (1) bedeutend, indem dann 
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(5) '^ + ^V,^^V[V+Lp] 



Q 

Setzen wir t) = Fa , so folgt nach Integration : 

öa . . .^ .. -- . 1 

Q 
Die Inkompressibilitätsbedingung geht über in: 

F2a = 0. 



(6) j- + i (f^a)^ = V+—p + Funktion der Zeit. 



§ 43. Sotonoidaler Yektor. 

Im aUgemeinen wird die Geschwindigkeit der Teilchen 
in einer inkompressiblen Flüssigkeit die beiden Differential- 
gleichungen erfüllen : 

(1) divt) = , 

(2) curlö = 4 jzlü . 

Der Geschwindigkeitsvektor der Flüssigkeitsteilchen ist 
also nach § 32 ein solenoidaler Vektor eines quellenfreien 
Gebietes. Seine Verteilung ist durch Gleichung (1) und (2) 
bestimmt. 

Da divt) = ist, so können wir nach § 31 t) als die 
Eotation eines anderen Vektors darstellen, wir setzen: 

(3) t) = curlu . 
Dann geht (2) über in-: 

(4) curl curlu ^eee grad divu — F^u =^ ^ntü » 

Die allgemeinste Form eines Vektors ist die Summe 
der Rotation eines anderen Vektors und des Gradienten 
einer skalaren Größe. Wir können also jedenfalls schreiben : 

u = curlu' + gradw'^ 
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Die Gleichung (3) bestimmt nun von dem Vektor u nur 
den ersten Teil, während gradw'^ willkürlich gewählt 
werden kann, denn 

t) = curlu = curlcurlu^ 
da 

curlgradw''= . 

Der Vektor ö läßt sich also jedenfalls durch einen Vektor 
darstellen, der wieder durch die Rotation eines neuen 
Vektors darstellbar ist, d. h. durch einen Vektor, dessen 
Divergenz Null ist. Wir dürfen also u in Gleichung (3) 
der Nebenbedingung unterwerfen: 

(5) divu = . 
Dann folgt aus (4): 

(6) F^n==-4.7itü. 

Diese Gleichung ist drei analytischen Gleichungen zwischen 
den drei Komponenten äquivalent, und die Form dieser 
Gleichungen ist dieselbe, die wir in § 34 kennen gelernt 
haben. Übertragen wir die obigen Resultate auf den 
vorliegenden Fall, so können wir schreiben: 

(7) U =jy dz , 

wenn wir von u Stetigkeit im ganzen Raum voraussetzen 

und annehmen, daß es im Unendlichen wie — verschwindet, 

1 ^' 
wodurch festgesetzt wird, daß b wie — r- im Unendlichen 

verschwindet. Man bezeichnet in Analogie zu dem ska- 
laren Potential u als das Vektorpotential der Vektor- 
verteilung tD . 

Valentiner, Vektoranalysis. 8 
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Daß diese Lösung der BedicgüDg (5) genügt, ist 
dureli direkte Berechnung von 



-/? 



div/ — dz 

leicht zu zeigen. Da die Rechnung indessen etwas weit- 
läufig ist, so benutzen wir zu der Verifikation von Glei- 
chung (5) einen anderen, bequemeren Weg. 

Wir bilden von Gleichung (6) die Divergenz, also 

divP2^ SS divgraddivu = F^divu = — div4 7rtü. 

Nun folgt aus Gleichung (2), daß 

div4 7rtü = , 
also 

P2 divu = . 

Das ist nichts anderes als die Laplacesche Gleichimg für 

divu . Da nun u wie — im Unendlichen verschwinden 

1 ^ 
soll, also divu wie — , so muß nach § 34 divu = sein, 

was wir beweisen wollten. 

Es läßt sich also der Geschwindigkeitsvektorö schreiben : 

tu 



(8) 



b = cmi/ 



-r/T 
r 



/"curl 
j 4^ 



curl / ^^^ — dr 
r 



hierin bezieht sich die Differentiation unter dem Integral- 
zeichen auf die Änderung von ö an der Stelle des Ele- 
mentes dx in. der Entfernung r von dem Punkt, für 
welchen t) bestimmt wird, und dessen Koordinaten die 
Differentiationsvaiiabeln des Integrals sind. 
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§ 44. FlächenwirbeL 

Unterwerfen wir das Yektorpotential u einer all- 
gemeineren Bedingung, nämlich der, daß beim Durch- 
schreiten von gewissen Flächen die ersten Ableitungen 
von u in Kichtung der Flächennormale ünstetigkeiten 
besitzen können, so daß 

((nP)u)i + ((nF)u), = 4^E 

ist, so muß nach § 34 die Lösung der Gleichung (6) des 
vorigen Paragraphen lauten: 



.-f^ä,-jUr. 



Für ö ergibt sich daraus folgende Eigenschaft. Wir bilden 
das Vektorprodukt des Wertes, den der Yektor b an einer 
Stelle des Raumes in unmittelbarer Nähe der ünsietigkeits- 
fläche annimmt, in die Normale der ünstetigkeitsfläche 
an dieser Stelle: 

[n , ü] = [n , curlu] = grad (n u)n — (n P) u . 
Daraus folgt: 

4 JT j = (grad(nu)n)i + (grad(nu)„)2 - lnt)]i - [nöJa . 

Nun ist 

grad (n U)n = ti div u . 

und divu auf beiden Seiten der ünstetigkeitsfläche Null, 
so daß 

(grad(nu)„)i + (grad(itu)„)2 -= 

ist. Es bleibt also: 

[nöJi + [nt)]2 = — 4jrE. 

Die tangentiale Komponente von ö erleidet beim 
Durchtritt durch die Fläche eine ünstetigkcit. 

8* 
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Die normale Komponente bleibt davon unberührt. Das 
ergibt sich auch aus der Bedingimg, daß divt) im ganzen 
Raum Null sein soll; denn die Annahme einer Unstetigkeit 
der normalen Komponente an einer Fläche würde nach 
§ 38 die Bedeutung haben, daß die Fläche eine Flächen- 
ergiebigkeit besitzt. 

Zur weiteren Untersuchung der Unstetigkeit umgeben 
wir die ünstetigkeitsfläche mit einer sich zu beiden Seiten 
der ünstetigkeitsfläche möglichst eng anschließenden, ge- 
schlossenen Fläche und bilden längs einer geschlossenen 
Linie auf derselben das Integral 

Der Integrationsweg soll so zu beiden Seiten der ün- 
stetigkeitsfläche verlaufen, daß jedem Linienelement auf 
der einen Seite ein in entgegengesetzter Richtung durch- 
laufenes, unendlich benachbartes auf der anderen ent- 
spricht. Das Integral gibt uns die Wirbelstärke durch 
die von dem Integrationsweg eingeschlossene Fläche, 
welche zu einem um so schmäleren Streifen zusammen- 
schwindet, je enger die ümschließungsfläche an die ün- 
stetigkeitsfläche sich anlegt. Das Integral können wir 
nun in eine Summe von Integralen zerlegen, indem wir 
den Integrationsweg in eine Reihe geschlossener "Wege 
teilen (Fig. 11). Da die Normalkomponente von ö beim 
Durchtritt durch die Fläche stetig bleibt, so können wir 
nämlich den Integrationsweg an jeder beliebigen Stelle 
der Fläche normal durch die Fläche hindurchlegen, wenn 
wir dieses hinzukommende Wegstück auch rückwärts 
durchlaufen. Wir zerlegen demgemäß die den Integrations- 
weg bildende Umrandung des schmalen Streifens in die 
Umrandungen beliebig vieler, aneinander stoßender, 
schmaler Streifen, deren Gesamtflächeninhalt und Lage 
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mit dem ursprünglichen identisch ist. Ein solches 
Streifenelement a greifen wir heraus, es mag die Länge rf§ 
und die gegen d^ sehr kleine Breite dn haben. Dann 
geht das Integral der Umrandung dieses Streifens über in: 

(t)i — ög) d^ = curlt) [d^ . du] , 

oder bezogen auf die Längeneinheit von d^ in: 

(t)i — ög) • d^ = curlb [d§ du] . 




Fig. 11. 

Auf der linken Seite steht die Differenz der Tangential- 
komponenten von ö in der Richtung d^ zu beiden Seiten 
der Unstetigkeitsfläche, welche nach unserer obigen An- 
nahme einen endlichen Wert haben soll; also ist auch 
der auf der rechten Seite stehende Ausdruck von end- 
lichem Wert Derselbe ist gleich der Wirbelkomponente 



d§ dn 



in derNormalen- 



durch die unendlich kleine Fläche 
richtung dieser kleinen Fläche. Es fließtaJso in der Unstetig- 
keitsfläche ein Wirbel von unendlich großer Stärke, so daß 
das Produkt aus dem Querschnitt der Fläche (also einer 
Linie) in die Wirbelstärke von endlichem Betrage ist, 
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d. h. von der Größenordnung einer Raumwirbelstarke. 
Man nennt solche in der Fläche verlaufende "Wirbel 
Flächenwirbel. 

Kapitel 3. 

Einiges aus der Theorie der Elektrizität. 
§ 45. Berechnung eines beliebigen Vektorfeldes. 

In § 36 wurde aus der Angabe der Quellen das 
wirbelfreie Vektorfeld berechnet, in § 43/4 aus der An- 
gabe der Wirbel das quellenfreie Gebiet. Da wir, wie in 
§ 32 gezeigt ist, jedes Vektorfeld in ein wirbelfreies und 
in ein quellenfreies zerlegen köonen, so steht der Be- 
rechnung eines beliebigen Vektorfeldes, dessen Quellen 
und Wirbel angegeben sind, und welches die oben ge- 
forderten Bedingungen erfüllt, nichts im Wege und wir 
können die Lösung, d. h. den Wert des Vektors in einem 
beliebigen Punkt sofort hinschreiben. Der Vektor be- 
steht aus der Summe des Gradienten eines skalaren 
Potentials V und der Rotation eines Vektorpotentials u : 

(1) S53 = grad F + curlu ; 

V und u sind durch die Ausdrücke in § 36 und 43 ge- 
geben. Für den ersten Teil hat man, wenn wir, wie im 
folgenden geschehen soll, von Unstetigkeiten des Vektors 
imd seiner Ableitungen absehen, wie oben bemerkt wurde, 
die Bezeichnung "Newg eingeführt. Für den zweiten Teil 
benutzt man eine ähnliche Schreibweise. Der Vektor u 
ist das Potential der Vektorverteiluug it) ; analog der Be- 
zeichnungsweise 

(2) r=Pot^ 
setzt man daher 

(3) u = Pottü , 
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so daß Gleichung (1) die Form annimmt: 

(4) ^=^FFotQ + [FFottü], 

statt dessen schreibt man auch: 

New^ + Laph) . 

Die zweite Abkürzung ist in Erinnerung an den Namen 
Laplace eingeführt. Es ist neben der vektoriellen 
Yerbindung des Hamiltonschen Operators mit. einem 
Yektorpotential noch eine zweite, die skalare Ver- 
bindung von Wichtigkeit; auch für diese hat man eine 
bequemere Bezeichnung gefunden und schreibt Maxwell 
zu Ehren: 

PPotlü =Maxh) . 

Für die drei Operationen FPot bestehen einige Be- 
ziehungen, die beim Rechnen mit diesen Symbolen von Nutzen 
sind. Es mag hier wenigstens der folgende Satz angeführt 
werden, dessen Beweis durch eine einfache Überlegung geführt 
werden kann und daher dem Leser überlassen sei. 

V und u sind Eaumintegrale von der Form 



/// 



^dr 



Darin ist r die Entfernung des Elementes dt mit der Dichte q 
von dem Punkt, für welchen das Potential gesucht wird, 
dessen Koordinaten unter dem Integralzeichen als Parameter 
auftreten, während dieselben bei den in Gleichung (4) durch P 
geforderten Differentiationen die Rolle der Differentiations- 
variablen übernehmen. Statt der Differentiation des 
Integrals nach dem Parameter kann unter dem 
Integral die Funktion q nach den Integrations- 
variablen differenziert werden, wenn e und seine ersten 
Ableitungen endhch und stetig sind sowohl in dem be- 
trachteten Raum als an der Oberfläche; es ist also 

VFotQ = VotVQ 

(5) { [V Potlü] = Pot curllD 

ppottü --= Potdivm . 
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Die letzte Grleichung zeigt unmittelbar, wenn u der Glei- 
chung (7) in § 43 genügt, also 

u = Potto , wobei A jt to = curlö , 
daß: 

divu = div Potlü = Pot divto = . 

Bezieht sich das Integral Pot^ auf eine diskontinuierlich 
abgegrenzte Masse von der Dichte q , so ist Vq an der Grenze 
sinnlos; in diesem Fall gilt statt Gleichung (5) die folgende 
Formel : 

(50 V Pote = Pot Vq +jf- do ; 

hierin bezieht sich Fq auf das Innere der abgegrenzten Masse, 
wo es stetig ist; das zweite Glied auf der rechten Seite ist 
ein Integral über die Oberfläche des Körpers, das unter dem 
Integralzeichen stehende q bezeichnet die Dichte des Körpers 
in unmittelbarer Nähe der Oberfläche. 



§ 46. Elektromagnetische Gleichungen yon 

Maxwell - Lorentz. 

Die wichtigste Anwendung in der mathematischen 
Physik hat die Yektorentheorie seit Maxwell bei der Dar- 
stellung der elektrischen und magnetischen Erscheinungen 
gefunden. Die Maxwellsche Beschreibung dieser E3r- 
scheinungen verwendet die folgenden Vektoren. 

6 resp. § die elektrische, resp. magnetische 
Feldstärke, welche der Größe und Kichtung nach die 
Kraft eines elektrischen, resp. magnetischen Feldes auf 
die Elektrizitätsmenge e , resp. den magnetischen Pol m , 
an dem betreffenden Punkt bestimmt, nachdem wir die 
Kraft durch Division mit e resp. m auf die Einheits- 
ladung reduziert haben (e resp. m als unendlich klein 
und von unendlich kleiner materieller Ausdehnung voraus- 
gesetzt). Die Einheitsladung ist dadurch festgesetzt, daß 
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die Größe der abstoßenden Kraft zweier in der Ent- 
fernung r befindlicher Körper mit den Ladungen e und e\ 
resp. m und w' 



resp. 



4 jr r^ 4 JT r2 

betragt. 

% die elektrische Erregung oder die dielek- 
trische Verschiebung. Dieser Vektor wird so ge- 
wählt, daß der Vektorfluß durch das Flächenelement 6?o , 
also 3)efo gleich ist der Elektrizitätsmenge, welche das 
Element seit der Zeit durchflössen hat, zu welcher die 
Materie keinen elektrischen und magnetischen Einflüssen 
ausgesetzt war. In der Elektrostatik ist also 

die gesamte elektrische Erregung durch eine geschlossene 
Fläche gWch den gesamten von der Fläche umschlossenen 
elektrischen wahren Ladungen. 

Für isotrope Körper mit der Dielektrizitätskonstante e 
besteht zwischen % und 6 die einfache Beziehung 

Die Änderung von % mit der Zeit an einem be- 
stimmten Punkt des Eaumes konstituiert einen elek- 
trischen Strom, den Maxwell Verschiebungsstrom 
nennt. Im Innern der leitenden Materie besteht außer 
diesem Verschiebungsstrom ein Konvektionsstrom 
elektrisch geladener Teilchen, dessen Geschwindigkeit 
durch den Vektor ö gegeben sein mag, und der mit dem 
elektrischen Strom der älteren Theorie zusammenfällt. 
Der Gesamtstrom ist danach 

6 = ^- + ^t). 
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Diesen Vektor (S nimmt die Theorie als stets solenoidal 
verteilt an, so daß er als Eotation eines änderen Vektors 
sich schreiben lassen muß. 

35 die magno tische Induktion odermagnetische 
Erregung. Von diesem Vektor erhalten wir eine An- 
schauung, wenn wir an die durch das Faradaysche In- 
duktionsgesetz angegebene Erfahrung erinnern. Es wird 
in einen geschlossenen Stromkreis ein elektrischer Strom 
induziert, wenn an der Stelle ein magnetisches Feld er- 
regt oder verändert wird. Die Elektrizitätsmenge, die 
durch den Querschnitt des Stromleiters bei der Erregung 
eines magnetischen Feldes hindurchtritt, ist proportional 
der von dem Leiter umschlossenen Fläche, umgekehrt 
proportional dem elektrischen Leitungswiderstand in dem- 
selben und proportional der magnetischen Erregung durch 
die Fläche, welche wesentlich von dem Medium, in dem 
die Erregung stattfindet, abhängig ist. Im einfachsten 
Fall, dem freien Äther, ist die Erregung gleich der dort 
vorhandenen Feldstärke; in einem isotropen Medium 
setzt man 35 proportional ^ , der Proportionalitätsfaktor 
ist die Permeabilität fi des Medimns, so daß 

35 = ^§. 

Diese Vektoren @ , $ , S) , © , 35 stehen miteinander durch 
die folgenden Grundgleichungen in Beziehung: 

(1) curlß = — © = — 

(2) curl® = ^ , 

VC/t 

worin v die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. 
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Außerdem gilt: 

div35 = , 

div2) = Q , 

wenn q die Dichte der Elektrizität an der betreffenden 
Stelle bedeutet. Aus der Allgemeingültigkeit der Glei- 
chung (1) folgt: 

e 

div© = j-iQ + ^^"^(Q ö) = ^ j 

welches aussagt, daß die Ladung jedes Massenelementes 
während der Bewegung unverändert bleiben soll. (Kon- 
tinuitätsgleichung der Elektrizität.) 

§ 47. Biot-Sayartsches Gesetz. 

Haben wir es mit einem stationären Strom in einem 
ponderablen Leiter zu tun, so geht der Gesamtstrom © 
in den Konvektionsstrom q)d über. Die magnetische 
Wirkung, die von demselben ausgeht, ist gegeben durch: 

curlö = — (g = — o b , 

div§ = . 
Daraus folgt nach § 45, Gleichung (4): 

(1) 4;7r§ = Lap— (g, 

oder, wenn wir den zur Stromrichtung senkrechten Quer- 
schnitt des stromdurchflossenen, für das Folgende als un- 
endlich dünn angenommenen Leiters mit q, die Strom- 
stärke mit 

@ 
i = q- 

V 
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bezeichnen : 



Atz^ = Lap — © . 



Das stellt das Biot-Savartsche Gesetz der Erzeugung 
eines magnetischen Feldes durch einen elektrischen Strom 
dar. Um die Übereinstimmung mit der gewohnten Form 
zu zeigen, gehen wir auf die Bedeutung von Lap zurück : 

Lapm = [PPotm] , 

worin die Differentiation sich auf den Parameter in t, 
welches unter dem Potentialzeichen enthalten ist, bezieht. 
Derselbe bestimmt die Lage des Punktes, für den das 
Potential zu bilden ist, also in dem speziellen Fall der 
Gleichung (1) die Lage des Ortes, für den ^ angegeben 
werden soll. Die Differentiation nach diesem Parameter 
können wir auch unter dem Integralzeichen ausführen, 
so daß wir erhalten: 



(2) 



Laplp 



=///[ 



tu 



dx 



XO ist nun unabhängig von dem Parameter, wir können 
daher die Funktion mit dem dreifachen Integral nach 
§ 31, Gleichung (2) schreiben: 





kl 
r 


— 


tPgK 


Danach ist also 


(3) 


4 


71^ — 


-/ 



rio 



oder, wenn wir rfr = q • c?§ setzen und beachten, daß © 
und d^ die gleiche zu q senkrechte Richtung haben, so 
daß wir 

© (q • d^) = rf§ (q • ©) = c?§ . g 
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setzen dürfen: 



(30 4 7r§ = -| 



'\, 



rs 



Wir können also den Vektor iß als eine Summe von 

Elementen [d^ , r] — auffassen. Jedes Stromelement i d^ 

ruft in der Entfernung r eine magnetische Kraft hervor, 
welche proportional dem Sinus des Winkels zwischen 
Stromelement und Verbindungslinie, umgekehrt pro- 
portional dem Quadrat der Entfernung ist und auf der 
Ebene der Verbindungslinie und des Stromelementes 

i 

senkrecht steht. Die Vektoren d^^x^[d^i\— =^ 4:7id^ 

folgen aufeinander, wie es die Amperesche Schwimmer- 
regel verlangt. 

Wie wir Laplü durch Differentiation unter dem 
Integralzeichen umformten, so können wir auch mit 
Maxh) und New^ eine Transformation vornehmen: 

(4) a = P PotF = New^ =» /77^ dz ; 

aus dieser Summe ergibt sich unmittelbar, daß a auf- 
gefaßt werden kann als eine geometrische Summe von 
Kräften, welche alle, von verschiedenen Volumenelementen 
herrührend, an der Stelle wirksam sind, für die a be- 
rechnet wird, und deren jede der Größe und Richtung 
nach durch das Newton sehe Gesetz bestimmt ist. 

§ 48. Elektrische Polarisation. 

Als Anwendung des Ausdruckes Max soll das Potential 
eines elektrostatischen Feldes, in welches Leiter imd 
Isolatoren eingelagert sind, durch das Potential, welches 
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von den wahren Ladungen herrührt, nnd das Potential 
der elektrischen Polarisation des Dielektrikums 
ausgedrückt werden. Die Verteilung der elektrischen 
Feldstärke 6 sei bestimmt durch die Gleichungen 

(1) divg = q\ 

(2) (e^)l + (en), = o>^ 

worin q' und o>' als die Dichten der freien Elektrizität 
bezeichnet werden. Da in einem elektrostatischen Feld 

cmi® = 

ist, muß 6 von einem Potential ableitbar sein. Es sei also 

(3) e = -p<p, 

wobei (p aus Gleichung (1) und (2) sich bestimmt zu: 
(4) Inq, =j|^ dx +/^ df . 

Das Raumintegral ist über den ganzen mit Dielektrikum 
erfüllten Raum auszudehnen ; im Innern eines Leiters ist 
q' Null. Das Oberflächenintegral bezieht sich auf sämt- 
liche Trennungsflächen verschiedener Dielektrika von- 
einander, der Dielektrika von den Leitern und vom Äther 
und endlich der Leiter vom Äther. Die Trennungsflächen 
zwischen verschiedenen Dielektrika können wir ersetzen 
durch schmale Streifen, in denen wir einen inhomogenen, 
stetigen Übergang von einem zum anderen Dielektrikum 
annehmen, so daß die freien Ladungen an diesen 
Trennungsflächen als räumliche freie Ladungen in dem 
ersten Integral berücksichtigt gedacht werden können. 
Da ferner im Äther sowie im Leiter 

dive = , 
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so bleibt in Gleichung (2), auf welche Trennungsfläche 
sie sich auch beziehen mag, auf der linken Seite nur ein 
Glied stehen, welches von der Seite der Trennungsfläche 
zweier Medien herrührt, die nach dem Dielektrikum ge- 
richtet ist. Mit Abtrennung des Potentials, welches sich 
auf die an den Leiteroberflächen befindlichen wahren 
Ladungen bezieht, 



/ 



?^A 



können wir also schreiben: 

Bedenken wir nun, daß co , die Dichte der Avahren Elek- 
trizität, bestimmt ist durch 

und daß sich diese Ladungen nur an der Oberfläche des 
Leiters befinden, so daß auch in dieser Gleichung das 
eine Glied der linken Seite Null ist, welches sich auf 
die nach dem Innern des Leiters gelegenen Seite der 
Oberfläche bezieht, und daß für den gesamten übrigen 
Raum div2) = ist, so können wir einfacher schreiben: 

wenn 

gesetzt wird und die Richtung der Normale n, wie wir 
es gewohnt sind, nach dem Außenraum, über welchen 
nicht integriert wird, angenommen ist. Der Integrations- 
raum ist das Dielektrikum. 
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Die beiden letzten Integrale können wir aber er- 
setzen durch 



SO daß 

(5) Aji(p==j—df+MBjsiSß. 

Die Bedeutung des Ausdruckes erkennen wir, wenn wir 
setzen 

zerlegen wir darin drmdo- dij , worin do ein Flächen- 
element, dij eine sehr kleine Leitlinie bedeutet, so kommt, 
da die beiden Klammerausdrücke als skalare Größen 
anders gruppiert werden können: 

Max^ß ==fj^(x{x^) V ^ d^ d\) . 

Der Vergleich des inneren Integrals mit den Resultaten 
des § 39 zeigt, daß f (f 5(5) dask Moment einer Doppelquelle 
an dem Flächenelement do bedeutet. 

Die in Gleichung (5) angegebene Form ergibt also 
eine Zerlegung des Potential in ein Potential, welches 
von der wahren Elektrizität herrührt, und ein solches, 
welches von einem durch das ganze Dielektrikum ver- 
teilten System von Doppelquellen abgeleitet werden kann. 
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IIL Teil. 

Lineare Vektorfunktionen und Dyaden- 

reclinung. 

§ 49. Lineare Yektorfanktionen. 

Das totale Differential eines Vektors in einer be- 
stinunten Richtung hängt im aUgemeinen von der Rich- 
tung und von der Größe der Strecke, für die die Änderung 
bestimmt wird, ab. Aus der bei Differentiationen stets 
angewandten Vernachlässigung unendlich kleiner Größen 
höherer Ordnung ergibt sich von selbst, daß das 
totale Differential eine lineare, homogepe Funktion 
der Streckengrößen, längs deren die Änderung vor- 
genommen wird, ist, oder daß, wie man sagt, der Vektor, 
dessen totales Differential gebildet wird, in dem betrach- 
teten, unendlich kleinen Raum in homogener Ver- 
teilung gegeben ist. Auch in endlichen Raumgebieten 
kommen homogene Vektorverteilungen vor, nämlich wenn 
der Unterschied zweier Werte des Vektors am Anfang 
und Ende einer gegebenen Strecke nur von der Länge und 
Richtung derselben, nicht aber von der absoluten Lage des 
Anfangspunktes abhängt. Die linearen Vektorfunktionen, 
mit denen wir es in diesen Fällen zu tun haben, sind als 
die einfachste Gruppe der Vektorfunktionen näherer vektor- 
analytischer Untersuchung unterzogen worden, es soll 
daher auf diese neuere von Gibbs und Voigt zuerst aus- 
gearbeitete, von Wilson und Jaumann weitergeführte 
vektoranalytische Darstellung der linearen Vektorfunktionen 
eingegangen werden. Anwendungen dieser Unter- 
suchungen wurden mit besonderem Erfolg von Abraham 

Valentiner, Vektoranalysis. 9 
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in der Elektronenlehre, von Jaumann in der Mechanik 
starrer nnd deformierbarer Medien gemacht. 

Eine kontinuierliche Funktion eines Vektors 
ist eine lineare Vektorfunktion, wenn die Funk- 
tion der Summe zweier Vektoren gleich der 
Summe der Funktionen dieser Vektoren ist. 

Wir woUen als Bezeichnung einer ]inearen Vektor- 
funktion eines Vektors vor diesen Vektor den Buchstaben $ 
schreiben. Ist also die Geschwindigkeit ö eine Hnearo 
Vektorfunktion des Ortsvektors r, so ist 

(1) t) = (P.r, 
und 

(2) öi~t>2=*-(ti-t2); 

die Änderung einer linearen Funktion des Vektors r ist nur 
abhängig voq der Grröße und Eichtung der Änderung des 
Vektors r, nicht aber von dem absoluten Werte des- 
selben, d. h. von der Anfangs- oder Endlage selbst. 

§ 50. Die Dyade. 

Die allgemeinste Form einer linearen, homogenen 
Funktion f von r wer Jen wir erhalten, wenn wir eine 
Summe von Gliedern bilden, unter denen alle möglichen* 
Kombinationen vorkommen, welche r mit Skalaten oder 
Vektoren bilden kann, derart, daß jedes Glied linear in r 
ist und alle Glieder entweder nur vektorielle oder nur 
skalare Größen sind. Im ersteren Fall erhalten wir eine 
vektorielle, lineare, homogene Funktion, im zweiten eine 
skalare. Die Formen sind: 



(1) 



( r'=2Ja,(b,r) +2r(c,b*) +2J['c[C(Ml 
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und 

(2) /^^a,(i,x) +2[tCk\bk . 

Sie lassen sich sofort wesentlich vereinfachen, wenn wir 
an Stelle des Vektors die Komponenten in drei nicht 
komplanaren Kichtimgen einführen: 

(3) r = rii + r2i + r3l. 

Wir können dann die Summe nach r^,r^, r^ ordnen und 
erhalten : 

(10 +r,{B,x + B,\ + B,t} 

. +rs{C,X + C,i + C,l} 
und 

(20 /^riA + r^A+^sA- 

Die homogene, lineare, skalare Funktion des Vek- 
tors X , die also in jedem Fall ia die Form (20 gebracht, 
oder wenn 

mit dem absoluten Betrag D gesetzt wird, in der Form 

/=(rS)) 

geschrieben werden kann, bedarf keiner näheren, all- 
gemeinen Untersuchung; sie ist durch Angabe eines 
Vektors 3) oder dreier skalarer Größen voll- 
ständig bestimmt. 

Die homogene, lineare Vektorfunktion r' ist, 
wie Gleichung (10 zeigt, vollständig bestimmt, wenn 
sie in drei nicht komplanaren Richtungen ge- 
geben ist; z. B. in den Richtungen der durch die 
Klammerausdrücke bestimmten Vektoren. 

9* 
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Man sieht, daß die lineare skalare Funktion die Rolle 

einer Komponente einer linearen vektoriellen Funktion spielt. 

Zur allgemeineii Beweisführung mögen die Werte der 

Funktion "i = /"(r) für die drei Werte a , b , c des Argu- 
mentes r unter der Yoraussetzung, daß die Richtungen 
von a, b, c nicht komplanar sind, gegeben sein, imd 
zwar sei 

1 1^ = m . 

Dann folgt für den Yektor 

(5) r = aa + &b + cc 
nach Gleichung (2) von § 49 der Wert 

(6) f = /-(t) = «Xi + hx^ + erf^ . 

Zur Bestimmung einer linearen Yektorfunktion bedarf 
es also der Angabe von neun Bestimmungsstücken, 
nämlich der Angabe von drei Yektoren, deren jeder den 
Wert der Funktion in einer zu den zwei anderen nicht 
komplanaren Richtung angibt. 

Gleichung (1'') kann man in eine andere Form über- 
führen, es ist 

iT = ir {-^i i + ^2 i + ^3 ?> + i t (. . .) + f r {. . .) , 

oder wenn wir für die Klammern die Yektoren 9t , 93 7 K 
setzen: 

(7) r' = 9l(ir) + »(ir) + 6;(ft). 

Statt dessen schreiben Gibbs und Wilson symbolisch: 
(70 r'=(2l;i + a3;i + 6:;f).r 

oder =r.(i;9t + i;95 + f;e), 
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wobei das Zeichen ; zwischen zwei Vektoren die Ver- 
wechselung mit dem skalaxen Produkt derselben aus- 
schließen soll; der Pimkt soll andeuten, daß der Vektor r 
der Faktor eines skalaren Produktes ist; aus der Stellung 
der übrigen Vektoren ergibt sich dann eindeutig, daß i , J , I 
die resp. anderen Faktoren sind. Die Operation, die durch 
die Schreibweise 31 ; i angedeutet ist, bezeichnet man als 
Dyade. Die allgemeine Form einer Dyade, die also eine 
Vektorfunktion bestimmt, ist: 
(8) (9i;i + g3;i + (£:i).. 

Statt dessen schreibt man auch: 

(80 +B,x\+B,n + B,li 

{ +C^xt + C,il + C,U 
oder endlich 

(8^0 . <P = 2l; a + aS; 6 + ©; c, 

worin die Ersetzung von i , j , f durch a , b, c andeuten soll 
daß man die Wahl der Vektoren keiner Einschränkung 
unterwirft. 91,33,® nennt man die Antezedenten, 
a, b , c die Konsequenten. Bei willkürlicher Wahl einer 
der beiden Qrruppen — freilich unter der einen Be- 
dingung, daß die drei Vektoren nicht komplanar sind — 
ist zur vollständigen Bestimmung der Dyade die Angabe 
der anderen Gruppe erforderlich und hinreichend. 

§ 51. AnwendoDg. 

Zur Darstellung einer unendlich kleinen Deformation 
eines mit Masse kontinuierlich erfüllten Raumgebietes 
bedient man sich der folgenden Gleichungen. Es seien 
die Verrückungen des Punktes ajj, 2/n ^i durch die 
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Werte f i , ^i , Ci ? di© des Nachbarpunktes a;2 ? 2/2 ? ^2 <iurch 
f2,^2,C2 gegeben, dann gut: 

^1 di ö| 

und entsprechende Gleichungen für: 

^2 — ^1 ^ ^2 - ti ; 

I2 — li j ^2 ~" ^1 5 f 2 ~~ f 1 s^^ ^^® Komponenten der re- 
lativen Verrückungen benachbarter Punkte und sind 

durch diese Gleichungen, wenn die Koeffizienten -r— , . . . 

ex 

bekannt sind, als lineare Funktionen der Komponenten 
iCg — a^ , ^2 ~~ 2/1 j ^ ~" % ausgedrückt; mit anderen 
Worten, der Vektor dt) mit den Komponenten fg — f 1 > 
7^2 — ^1 ^ C2 — Ci ist linear durch den Vektor dx mit 
den Komponenten a^ — a^i , ^2 ~ 2/i > ^2 ~" ^1 dargestellt. 
Um die Vektorenschreibweise einzuführen, setzen wir 

lt + »/i + CI = ü, 

dann geht das System von GHeichungen über in: 

indem für den Klammerausdruck, Avelcher eine Dyade 
darstellt, die oben eingeführte Bezeichnung gewählt ist. 
In ausführlicher Schreibweise ist 



(3) 







dx dx dx 






dy dy'' dy 

<9f dt] St 

dz ex ex 
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statt dessen kann man auch, ohne mißverständlich zu 
A^erden, schreiben: 

d^ drj eC 



(4) 



3>== 



dx^ dx ^ dx 

^ ^ ^ 
dy^ dy ' 6y 

e^ erj_ e^ 



Wir wollen nun sogleich auch von dieser Schreibweise 
bei der in § 22 gegebenen Form des totalen Differentials 
Gebrauch machen. 

Nach der in § 22 gewählten Ausdrucksweise können 
wir die linke Seite der Öleichung (2) in der symbolischen 
Form schreiben: 

(5) {dxF)t) = {dxF)ix + {dxF)rji + {diF)Cl, 
Darin ist 

Behalten wir für $ die dui^ch Gleichung (3) oder (4) ge- 
gebene Bedeutung bei, so ist, wie die ausführliche Schreib- 
weise lehrt, in der Tat 

(6) (c?rF)ö = *.^r. 

Betrachten wir hierin, wie schon des öfteren, den Operator V 
als einen symbolischen Vektor: 

^ ,d d d 

'ox dy dx 
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und (diF) als skalares Produkt zweier Yektoren, so er- 
gibt die YergleichuDg mit Gleichung (7) und (7') in § 50, 
daß {dxF))o eine aus den Vektoren F und b gebildete, 
mit dx multiplizierte Dyade darstellt. An Stelle von 
0'dx können wir schreiben c^r • ^, wenn wir mit ^ 
die aus durch Vertauschung der Antezedenten mit den 
Konsequenten entstehende Dyade bezeichnen; dann ist 
nach Gleichung (8'0 in § 50 

(7) 0'=iA;, + i^;ö + !^;b = F;t. = .Pt, 
und 

(8) (Zr.P; b = dr-^, 

wofür wir oben geschrieben haben {dx V) ö . 

Diese neue Darstellungsweise des totalen Differentials 
ist im Gegensatz zu der früher angewandtea nicht eine 
rein symbolische. Vielmehr ist eine Dyade ein reales 
physikalisches Gebildp; und diese rea'e Größe ^ ist mit 
einem realen Vektor multipliziert. 

Zu dieser Erkenntnis führt uns die folgende Betrachtung, 
welche lehrt, daß eine Dyade unter dem Bilde einer 
Fläche zweiten Grades vorstellbar ist. 

Durch die Gleichung (2) oder (6) ist die relative Ver- 
rückung d'o zweier Punkte in der durch den Vektor dt be- 
stimmten Entfernung gegeben. Es soll untersucht werden, 
auf welcher Fläche der Endpunkt der auf verschiedene Rich- 
tungen dx bezüglichen Verrückung dM pro Längeneinheit 
von dx liegt, wenn der Anfangspunkt immer in den gleichen 
Punkt gelegt wird. Wenn d\> eine lineare Vektor funktion 
von dx ist, so muß auch dx sich als lineare Funktion von dt) 
darstellen lassen, da die Angabe der linearen Vektorfunktioi^ 
äquivalent drei linearen, voneinander unabhängigen Gleichungen 
zwischen den drei Komponenten der beiden in Beziehung ge- 
setzten Vektoren ist. Es ist also auch 

\ 'iSi) dr == <?! . dö . 
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Es sei nun dx ein Einheitsvektor, wir multiplizieren die Glei- 
chung mit sich selbst skaJar, so kommt: 

(10) 1 = (*. • dt>y , 

welches eine quadratische Gleichung des Vektors dt) ist. Der 
Endpunkt von dt) liegt also auf einer Fläche zweiten Grades, 
die, wenn wir Endlichkeit aller Verrückungen des betrachteten 
Systems voraussetzen wollen, ein Ellipsoid sein muß. Dieses 
Ellipsoid ist vollständig definiert durch die Koeffizienten der 
Dyade .^1 oder ^. 

§ 52. Die Skalare und rotorische Dyade. 

Die Vektorsummen der linearen Funktion (1) in § 50 
lassen sich noch in anderer als der durch Gleichung (1') 
dargestellten Weise zusammenfassen, nämlich in einer 
Summe von dreifachen Vektorprodukten, abgesehen von 
einem additiv hinzukommenden Glied, welches aus dem 
mit einer Skalaren multiplizierten Argument gebildet ist. 

Gleichung (1') des § 50 können wir schreiben: 

jr'=(ir)2l + ar)33 + (Ir)e 

l =[i[9lrll + [i[a3t]] + [I[Kr]l+r(i9l+ja3+fg), 

wobei keine Voraussetzungen über die Richtungen i , j , I 
gemacht sind, nur dürfen sie nicht komplanar sein. 
Symbolisch schreibt man: 

K=[a[9l + b[a3 + c[ß;,r]] + Dr 

^^ ( =(a9i + ba5 + cß:)Xr + 2)r, 

worin an Stelle der Vektoren i, j, I zur Andeutung der 
Allgemeingültigkeit drei beliebige, nicht komplanare Vek- 
toren 0, 6, C gesetzt sind. 

Man bezeichnet auch diese Operation, die d\irch die 
Schreibweise: 

(3) a9lX und afSl 
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angedeutet -wird, als Dyade, und zum Unterschied nennt 
man die früher abgeleitete Form eine skalare oder 
lineare, die hier behandelte eine rotorische oder 
planare Dyade. Die Summe beliebig vieler gleich- 
artiger Dyaden läßt sich zu einer Summe von höchstens 
drei Dyaden derselben Art zusammenfassen. Für skalare 
Dyaden geht das unmittelbar aus der Ableitung dieses 
Begriffes hervor. Für rotorische Dyaden ergibt es sich 
in folgender Weise. Es sei eine Summe von mehr als 
drei rotorischen Dyaden gegeben; wir benutzen dieselbe 
zur Darstellung einer linearen Vektorfunktion. Jede lineare 
Vektorfunktion läßt sich aber, wie wir eben gesehen 
haben, in die Summe dreier rotorischer Dyaden und einen 
additiven, dem Argument der linearen Vektorfunktion 
parallelen Vektor zusammenfassen. Nun läßt sich ein vari- 
abler Vektor nicht durcli ein vektoriellesTripelproduktvon 
der Form [a [b c]] darstellen, in welchem der betreffende 
Vektor selbst ein Faktor ist; es kann also der additive 
Vektor in der linearen Vektorfunktion auch nicht aus 
einer rotorischen Dyade entstanden sein, d. h. da wir nur 
eine Summe von rotorischen Dyaden angenommen hatten, 
muß der absolute Betrag dieses Vektors Null sein. Die 
Summe ist also dargestellt durch drei rotorische Dyaden. 
Man bezeichnet die auf drei Glieder reduzierten, nicht 
weiter reduzierbaren Dyaden als komplette Dyaden. 

Exphzite können wir diese Zusammenfassung einer Summe 
von skalaren oder rotorischen Dyaden in drei Güeder, wenn 
wir von der in § 15 angegebenen Darstellung eines Vektors 
durch die Summe dreier Vektoren von willkürlich vorgegebenen 
Richtungen Gebrauch machen, sofort hinschreiben. 

Es seien die beiden Arten von Dyaden der Vektoren a 
und b unter der Schreibweise a , b zusammengefaßt. 

a,b,c mögen drei willkürlich vorgelegte, nicht kom- 
planare Vektoren sein, die wir als Antezedenten oder Konse- 
quenten der kompletten Dyade wählen wollen, dann kann 



Benutzung der Dyaden bei den dreifachen Vektorprodukten. 139 

(4) . 2af,i, = a,a'+h,V+c,C 

gesetzt werden, worin die Vektoren o', h', (f aus den unter 
dem Summenzeichen enthaltenen, gegebenen Vektoren, wie 
folgt, zu berechnen sind. Es ist nach § 15 

(5) a^^a _,„ , +6 .,, +c 



und daher 



a [b c] b [c o] ' c [a b] 

a, [b c] 



(6) 



" =2: Tm ^' • 



■=2J 



b[ca] 

? Q» [g t>] 
c[ab] 



Die durch die vektoranalytische Darstellung der linearen 
Vektorfunktionen eingeführten Dyaden stellen zwei neue Ge- 
bilde zweier gegebener Vektoren dar, die nicht weniger einer 
allgemeinen Behandlung fähig sind, wie die früher abgeleiteten 
Gebilde, das skalare und das vektorielle Produkt. Es lassen 
sich auch für die Dyaden selbständige, einfache Rechnungs- 
regeln ableiten, die den Additions- und Multiplikationsregeln 
der Vektoren und vielfachen Produkte analog sind. Gerade 
dadurch bietet die vektoranalytische Darstellung der Vektor- 
funktionen Vorteile und Nutzen. 



§ 53. Benutzung der Pyaden bei den dreifachen 

Yektorprodukten. 

Die Einführung der Dyaden in den linearen Vektor- 
funktionen wurde dadurch nahegelegt, daß die dreifachen 
Vektorprodukte: 

a (b r) und [a [b r]] 

keine Transformation in eine Form gestatten, die den 
variablen Vektor r explizite, nämlich multipliziert 
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mit einer bekannten Form der beiden gegebenen 
Vektoren, enthält. Mit Benutzung der dyadischen Gre- 
büde ist dagegen jedes Produkt dreier Vektoren, unter 
denen ein variabler Vektor sich befindet, zurückführbar 
auf eine Kombination eines bekannten Gebildes der beiden 
gegebenen Vektoren mit dem variabeln. In einem drei- 
fachen Produkt können nämlich die beiden konstanten 
Vektoren a und b nur in den folgenden Kombinationen 
vorkommen: 

1. a b als skalares Produkt in (a b) r 

2. [a b] als vektorielles Produkt in [a b] r und [[a b] r] 

3. vV [ als skalare Dyade in a (b r) oder (r a) b 

4. ^|. l in a [b r] oder [r b] a 

5. ^[l\ als rotorische Dyade in |a [b r]] oder [[r a] b] , 

v^obei die Verbindung (4) sich unter (2) einordnen läßt, da 

a [b r] = [a b] t 
ist. 

Zur Angabe der Dyaden ist es notwendig, die Rich- 
tung der beiden Vektoren a und b und das Produkt der 
absoluten Beträge zu kennen. Dadurch sind auch immer 
die beiden ersten Kombinationen, das skalare und das 
vektorielle Produkt, mitbestimmt. Man bezeichnet die- 
selben in der Dyadenrechnung als ersten Skalar resp. 
ersten Rotor der Dyade. 

Die skalare Dyade wollen wir mit Jauraann, der zu 
der systematischen Ausgestaltung der Dyadenrechnung 
bemerkenswerte Beiträge geliefert hat, in der Schreib- 
weise durch einen oben angefügten Index s, die ro- 
torische Dyade durch den Index r kennzeichnen, wenn in 
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den folgenden Entwicklungen beide Arten benutzt wer- 
den 1). Es ist also, wenn wir für ein einzelnes dyadisches 
Glied den Buchstaben A benutzen, 

A^ = [a[b = ahX='a'^b. 

Der erste Skalar der Dyade, {a,h), wird bezeichnet durch A' 
oder als eine von der rotorischen Dyade abgeleitete Form 
— ^ J.J", so daß 

^I = (ab) 

^; = -2(ab). 

Der erste Rotor der Dyade, [a b] , wird bezeichnet durch 
Ar resp. —Ar, also 

^' =~^;: = [ab]. 

§ 54. YerblnduDgen der Dyaden mit Tektoren 

und Dyaden. 

oc) Das skalare Produkt eines Vektors c mit einem 
der Vektoren der skalaren Dyade A' oder a; b ergibt 
das Tripelprodukt (3) in § 53, und zwar ist 

(1) ^«.C = a(bc), 

(2) c.^« = (ca)b, 
woraus folgt: 

(3) A''C~C'A' = [c [a b]] . 

ß) Das vektorie.lle Produkt eines Vektors c mit 
einem der Vektoren der skalaren Dyade ^' ergibt eine 



^) Der Einfachheit halber ist, wenn die rotorische Dyade 
nicht in die Rechnung eintritt, der Index bei der skalaren 
Dyade fortgelassen. 
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neue Dyade, indem das Yektorprodiikt zu dem einen 
Vektor der neuen Dyade verschmilzt: 

(4) [^«c] = a;[bcl, 

(5) [c^«]==[ca];b. 

y) Das skalare Produkt eines Vektors c mit einem 
der Vektoren der rotorischen Dyade ^'' löst die Dyade 
in einen sinnlosen Ausdruck auf. 

d) Das vektorielle Produkt eines Vektors c mit 
einem der Vektoren der rotorischen Dyade Ä^ führt 
zu einer Zweideutigkeit. Entweder ist das Ergebnis die 
Vervollständigung des Tripelproduktes (5) oder eine neue 
rotorische Dyade. Da es ein skalares Produkt nicht gibt, 
so nennt man zur Unterscheidung der beiden Falle das 
erste Produkt (analog Fall oc) ein skalares Produkt 
der rotorischen Dvade mit einem Vektor und 
schreibt : 

(6) A'-c = [o [b c]] , 

(7) c.^'- = [[ca]b], 
woraus folgt: 

' A''C — C'Ä'' = —[c[a b]i = —Ä' -c + C'A' 

(8) < A''C — C'A' = c{ah) 

^ c-A' — A'''C = —c(ai) . 

Der zweite Fall wird als vektorielles Produkt be- 
zeichnet und geschrieben: 

(9) [yl'c] = ar[bc], 

(10) [cA>] = [ca]^h. 

Hat man es mit Produkten von mehr als drei Vek- 
toren zu tun, so können in diesen außer den besprochenen 
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Verbindungen auch zwei Dyaden nebeneinander vor- 
kommen. In einigen Fällen der verschiedenen Kombi- 
nationen läßt sich die Verbindung (oder das Produkt) der 
Dyaden auf bekannte Formen zurückführen, in einigen 
Fällen stellen die Produkte solche Verbindungen her, die 
mit der bloßen Kenntnis der Vektoren- und Dyadenform 
nur als imvoUständige Gebilde erkannt werden können, 
in gleicher Weise wie die Dyaden in der reinen Vektoren- 
lehre unvollständige Gebilde sind; diese Formen führen 
daher auf neue selbständige Operatoren, die man 
Triaden nennt. Die anderen Fälle der Dyadenver- 
bindungen sind sinnlos. 

e) Unter dem skalaren Produkt zweier ska- 
larer Dyaden: 

(11) (a;b)(c;b), 

welches z. B. in dem vielfachen Vektorprodukt vorkommt, 

(9lQ)(bc)(bS3), 
oder in 

(9ta)(bc)b, 

kann nur die durch die Klammern angegebene Operation 
verstanden werden. Es folgt daraus sofort, daß das skalare* 
Produkt zweier skalarer Dyaden wieder eine skalare 
Dyade ist, die aus den beidea äußeren der vier Vektoren 
des Dyadenproduktes gebildet ist, indem die inneren zu 
einer skalaren Größe verschmelzen. 

f) Das vektorielle Produkt zweier skalarer 
Dyaden 

(12) (a;b)X(c;b) 

etwa in 

(9la)[bc](bS3) 
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oder in 

(9la)[bc]b 

kann entweder wie in dem letzteren Fall auf den ersten 
oder vierten mit dem skalaren Tripelprodukt der drei 
anderen multiplizierten Vektor reduziert werden, ein 
Umstand, der es erlaubt, von vornherein das Produkt 
einfacher zu schreiben, oder es führt auf ein neues selb- 
ständiges Gebilde, die Triade, welche aus drei 
nebeneinanderstehenden Vektoren 

(13) a [b c] b 

besteht, von denen der erste und dritte mit anderen 
Vektoren in Verbindung treten. Zur Vermeidung von 
Zweideutigkeiten müssen also vektorielle Produkte zweier 
skalarer Dyaden genauer definiert sein, als durch die an- 
geschriebene Form (12). 

fj) Das skalare Produkt zweier rotorischer 
Dyaden ist eine unmögliche Verbindung, man könnte 
aber mit etwas veränderter Begriffsbildung unter einem 
solchen Produkt die Form 

(14) [a(bc)b] 

v^erstehen, welche sich also auf einen Vektor zurück- 
führen ließe. 

'&) Das vektorielleProdukt zweier rotorischer 
Dyaden fülirt entweder auf eine Triade 

[a[bc]b], 

oder auf ein noch höheres Gebilde 

[a[b[c[b, 

oder auf eine rotorische Dyade, oder endlich auf eiiien 
Vektor, je nach der zu der eindeutigen Bestimmung not- 
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wendigerweise anzugebenden Assoziation und den weiteren 
Verbindungen. 

i) Produkte rotorischer und skalarer Dyaden haben 
keine Realität. 

§ 55. Beduktlon der Dyadensnmmen auf ein und 

zwei Glieder. 

Aus der Ableitung der Dyaden geht hervor, daß, wenn 
mehrere Dyaden mit einem imd demselben Vektor multi- 
pliziert werden sollen, dieselben sich in eine Dyaden- 
summe zusammenfassen lassen, d. h. vor der Multiplikation 
summiert werden können. Auch bei der Multiplikation 
der Dyadensummen gilt das distributive Gesetz. Nur 
muß auf die Reihenfolge der Vektoren geachtet werden. 

Hieraus und aus den Sätzen des vorigen Paragraphen 
ist zu folgern, daß, wenn , W und Q skalare Dyaden- 
summen vorstellen, wir schreiben können: 

(1) 0'W=W'0 

Die Gleichung (1) erlaubt eine einfache geometrische 
Interpretation. Es mag der Vektor r die Lage eines 
Punktes im Raum gegen ein gegebenes Achsensystem 
angeben. Nehmen wir eine Koordinatentransformation 
im Raum vor, wählen wir z. B. als neue Koordinaten: 

so ist die Lage desselben Punktes- im neuen Achsen- 

Yalentiner, Yektoranalysis. 10 
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System, welches den gleichen Anfangspunkt besitzt, durch 
die homogene, lineare Yektorfunktion 

(2) r'=<P.r 

gegeben, wenn 

r'=rii + 7-f,i + /3l, 

r = ri t + r2 i + 7 3 1 

und aus Gleichung (8^ in § 50 folgt, oder, analog der 
Gleichung (4) in § 51 geschrieb:n, die Form hat: 

<P = Aj^ ^ Ao ^ Ag ^ 

Q > ^2 J ^3 • 

Einer neuen Koordinatentransformation mag die Gleichung: 

(3) Tf'= if^. r' 

entsprechen. Dann sagt die Gleichung (1) aus, daß die 
Reihenfolge der Transformationen keinen Ein- 
fluß auf das Resultat hat. In einem Ausdruck von 
der Form (Ö> • 9^) • r oder ($ • !P) ß • x können daher die 
Klammern unbeschadet fortbleiben. 

Dagegen haben die beiden Ausdrücke: 

{^'X)W und 0'{xW) 

ganz verschiedene Werte. 

Endlich sei hier die Formel angeschrieben: 

(4) $.[r!P]==[$r]-!P, 

welche sich daraus ergibt, daß das skalare Produkt zweier 
skalarer Dyaden wieder eine skalare Dyade ist, die aus 
den außenstehenden Vektoren gebildet wird; das Produkt 
der inneren Vektoren gehorcht aber der Gleichung: 

b [r c] = [6 r] c . 
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Jede Summe von skalaren resp. rotorischai Dyaden 
läßt sich, wie wir oben sahen, in eine komplette ver- 
wandeln, bestehend aus der Summe dreier einfacher 
Dyaden. Unter gewissen Umständen läßt sich 
nun die komplette Dyade auf die Summe zweier, 
oder gar auf eine einzige Dyade reduzieren. 

In der kompletten skalaren Dyade 

(5) a>* = (a;o'+b;b'+c;cO 

seien die Antezedeuten drei willkürlich gegebene, nicht 
komplanare Vektoren, aus welchen a^ b', c' nach den 
Gleichungen (6) des § 52 berechnet sein mögen. 

Durch Multiplikation der Dyade mit einem Vektor r 
erhalten wir den Vektor 

(6) ^ . r = a(a'r) + h{Vi) + c(c'r) . 

Die Forderung der Reduktion des Ausdiiickes (5) auf 
zAvei Glieder ist gleichbedeutend mit der Forderung der 
gleichen Reduktion von (6) bei beliebigem Vektor r. 
Letzteres können wir immer dann und nur dann aus- 
führen, wenn sich einer der Klammerausdrücke durch 
die beiden anderen durch Multiplikation mit skalaren 
Größen darstellen läßt, d. h. wenn für jeden beliebigen 
Vektor x 

ist. Diese Gleichung ist niu' möglich, wenn 

d. h. wenn die Konsequenten komplanare Vek- 
toren sind. Dann geht der Ausdruck (5) über in: 

$« = ((a + ^c);a'+(b+i?c);b). 

Sind dagegen die Konsequenten als drei nicht kompla- 

10* 
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Dare Vektoren gegeben, so läßt sich die rechte Seite von (6) 
immer nur dann in die Summe zweier Glieder zusammen- 
ziehen, wenn die eine der drei Antezedenten sich durch 
die anderen beiden darstellen läßt, also die Antezedenten 
komplanar sind. Dann kann man schreiben: 

indem die willkürliche W.ihl der Konsequenten a\ b\ c' för 
die Antezedenten die Vektoren 

0, b und c=A'a+B'b 
ergeben muß. 

Genau dieselbe Betrachtung gilt mutatis mutandis 
für die rotorischen Dyaden. 

In analoger Weise ist zu zeigen, daß sich die skalare 
oder rotorische Dyade auf ein einziges Glied reduziert, 
wenn bei beliebig vorgegebener Wahl der nicht kom- 
planaren Antezedenten (oder Konsequenten) die Konse- 
quenten (resp. Antezedenten) kollinear sind. 

§ 56. Normalform der kompletten Dyade. 

Eine jede komplette Dyade läßt sich durch 
zweiGruppen von je drei zueinander senkrechten 
Vektoren darstellen. 

Die lineare Vektorfunktion r'^» <P • r stellt den Radius- 
vektor eines Ellipsoides dar, wenn r einen Einheitsvektor 
bedeutet. Wir wählen als Antezedenten der Dyade 
die Vektoren o, b, C, die mit den drei aufeinander senk- 
recht stehenden Hauptachsen der Richtung und Größe 
nach zusammenfallen; nun sagt ein Satz der analytischen 
Geometrie aus, daß eine lineare Koordinatentransformation 
eine Kugelfläche in ein Ellipsoid überführt, derait, daß 
die drei aufeinander senkrecht stehenden Hauptachsen- 
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richtungen des Ellipsoides aus drei aufeinander senk- 
rechten Kugelradien entstehen. Es entsprechen hiernach 
den Werten: 

r'^ a , 

Werte von r , die ebenfalls aufeinander senkrecht stehen, 
und die wir mit i , j , I bezeichnen wollen ; soll aber 

für r = i, i, I in die Antezedenten der Dyade übergehen, 
so müssen die Konsequenten die Werte i,i,f haben. 
Also läßt sich in jedem Fall eine Dvade in die Form 
bringen: 

(1) (P = a;i + b;i + c;I, 

in welcher a , b , C und i , j , I zwei Gruppen von drei zu- 
einander senkrechten Vektoren sind. 

Umgekehrt läßt sich aus den Rechnungsregeln der 
Dyaden und Vektoren der Satz der analytischen Geo- 
metrie ableiten. Zu dem Zweck wählen wir den trans- 
formierten Vektor r', der den größten absoluten Betrag 
hat, zu der ersten Antezedente a, den dazugehörigen 
Vektor r bezeichnen wir mit i . Zur zweiten Antezedente b 
wählen wir den Vektor t', welcher von allen Vektoren, 
deren zugehörige Vektoren r senkrecht zu t stehen, den 
größten absoluten Betrag hat, den zugehörigen Vektor r 
bezeichnen wir mit j ; die dritte Antezedente c sei der 
Vektor rf, welcher . von dem zu j und i senkrechten 
Vektor I abgeleitet wird. 

In dem Punkt, in dem rf ein Maximum ist, müssen xf 
und dxf senkrecht zueinander stehen, also 

(2) r'. rfiT = r' . (a ; i + b n + c ; I) . rft = . 
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In diesem Fall nimmt y! den "Wert o an, während dx 
senkrecht zu r , also in diesem Fall zu i steht, so daß 
das skalare Produkt (2) sich reduziert auf: 

wenn j . rff = fej und l^dx == c^ gesetzt wird. Also ist 
a senkrecht zu der Ebene der Yektoren b und c. In 
dieser Ebene ist nun wieder b der Maximalwert von t', 
also längs der Schnittlinie desEllipsoides mit der Ebene gilt: 

r'ß?r' ^=- b • c • Cg = , 

wenn man bedenkt, daß di wieder senkrecht zu r , in 
diesem Falle also zu j steht, und man dx 'l — c^ setzt 
Hieraus folgt, daß auch b und c zueinander senkrecht 
stehen. 

Die Darstellung der Dyade durch zwei Gruppen von 
drei zueinander senkrecht stehenden Vektoren nennt man 
die Darstellung durch die Normalform, und zwar 
nennt man: 

(3) «5. = (at';i + 6i';i + cf;I) 
die Normalform der skalaren, 

(4) <^'^{ax'^x + h\'^\ + ct^l) 

die Normalform der rotorischen Dyade. 

Von Bedeutung ist der spezielle Fall, daß in der 
Normalform 

a = 5=rc = l imd i'= i, }'= j, f= I 

ist. Man spricht dann von einer Einheits- oder 
Identitätsdyade 

(5) /=(t;t + i;i + !;!), 
in welche (P* übergeht. <P'' geht über in: 
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Statt dessen können wir schreiben: 

(5')(iri + iri + lrl) = -2/=-2(i;i + i;i + I;I). 

Wegen der Beziehung 

i;i + i;t = -ift 

können wir die Identitätsdyade auch in die Form bringen: 

(5") /=i;i_ixi. 

Die Anwendung der Identitätsdyade auf einen 
Yektor führt denselben in sich über: 

(6) t = e/-r; 

ebenso gilt: 

Der erste Skalar der Einheitsdyade / hat den Wert 3. 

Das skalare Produkt zweier skalarer Dyaden ist nach 

§ 54 wieder eine skalare Dyade, es muß also möglich 

sein, bei gegebenem Wert von die Gleichung zu erfüllen : 

Dieselbe fordert, wenn wir uns wie oben unter der An- 
wendung von und W auf den Vektor r eine Koordinaten- 
transformation vorstellen, daß die Transformation durch 
die Transformation W gerade aufgehoben wird, d. h. wenn 

so muß 

sein. Es bedeutet also iP die lineare Vektorfunktion r des 
Vektors t', wenn die lineare Vektorfunktion jf von r 
ist. W gibt die Auflösung der Transformationsgleichungen, 
welche r in r' überführen, nach r. Man nennt iP" die 
reziproke Dyade und bezeichnet sie auch symbolisch 
durch <&-!. 
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§ 57. Spezielle Dyadenformen. 

Es seien hier noch einige Bezeichnungen gewisser 
Formen von Dyaden angeführt. 

Man nennt 0c ei^e konjugierte Dyade der 
Dyade , wenn sie durch Yertauschung der Antezedenten 
und Konsequenten in gewonnen ist; es ist offenbar 

r . (Pc = (p . r . 

Die beiden Dyaden sind einander gleich, wenn die Form 
hat (vgl. § 50): 

^ = «1 J «2 J «3 

Man nennt eine solche Dyade symmetrisch oder auto- 
konjugiert; durch die Angabe, daß eine Dyade sym- 
metrisch sein soll, sind drei Beziehungen zwischen den 
Koeffizienten gegeben, so daß nur noch sechs unabhäogige 
Bestimmungsstücke bleiben. Sind die beiden Dyaden 
entgegengesetzt einander gleich, also 

SO spricht man von einer antisymmetrischen Dyade. 
Jede Dyade kann in zwei additive Teile zer- 
legt werden, deren einer eine symmetrische und 
deren anderer eine antisymmetrische Dyade ist, 
indem die Identität besteht: 

worin übrigens, wenn 

$ = a; a'+ b; b'+ c; c' 
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und daher 
<& — <Pc = a; a'+ b; V+ c; c'— a'; a — b'; b — c'; c 

ist, wegen: 

a(a'r)-a'(ar) = [[aaTr] 

für |(Ö> — 3>c) auch 

i([aa1 + [bb'] + [cc'J) oder l*, 

gesetzt werden kann. 

^(<& + <Pc) bezeichnet man als symmetrische 
Dyade erster Art, geschrieben [(P], so daß 

Die symmetrische Dyade zweiter Art: {0} de- 
finiert man durch das Produkt der Dyade in die konju- 
gierte, indem man schreibt: 

§ 58. Anwendung auf die unendlich kleinen Yer- 
rttekungen kontinuierlich yerbreiteter Massen. 

Die unendlich kleinen relativen Yerrückungen der 
irgendwelchen Kräften unterworfenen Punkte eines kon- 
tinuierlich verteilten Mediums gegen eiuen in der Masse 
liegenden Anfangspunkt, die durch eine lineare Vektor- 
funktion des Ortsvektors r darstellbar sind, seien für die 
Punkte mit der EntferniiDg r vom Anfangspunkt durch: 

(1) t)i = <Pi . r 

gegeben, so daß die Entfernung der Punkte vom Anfangs- 
punkt am Ende der Verrückimg: 

r + k)i = r + $1 • r 
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ist. Wir erteilen dem so definierten Bereich eine neue 
Deformation, deren Dyade mit $2 bezeichnet sei, Die 
Koordinaten der Punkte nach dieser zweiten Yerrückung 
sind dann 

t + öl + Ö2 = <p2 (t: + ^1 1) + öl + r , 
oder also 

(2) öi + t)2=<p2(r + <Pir) + $ir. 

Da die Yerrückungen unendlich klein sein sollen, dürfen 
wir 02 ^1 ^ g^g®^ ^^^ anderen Ausdrücke vernachlässigen, 
und Gleichung (2) oder 

(20 t)i+Ö2=<p2i:-+^ir 

stellt die für die unendlich kleinen Yerrückungen wichtige 
Eigenschaft der Superposition mehrerer unendlich kleiner 
Yerrückungen dar. 

Die verhältnismäßige Yergrößerung der Entfernung r 
durch die Deformation (1), d. i. die Projektion der Yer- 
rückung t) in die Richtung r bezogen auf die Längen- 
einheit r , erhalten wir, wenn wir den Ausdruck (1) mit r 
skalar multiplizieren, wodurch beiderseits eine skalare 
Größe entsteht, und durch r^ dividieren; wir erhalten: 

ö • r _ 0'i'X 

Nun ist: 

<&-r-r = r-$-r = r'<Pc-r, 

da die einschließenden Yektoren einander gleich sind, also 

(p . t . r = -|- (^ + cPc) r • t = [cP] r • r . 

Die Streckung bei einer unendlich kleinen, all- 
gemeinen Deformation ist also durch die sym- 
metrische Dyade erster Art gegeben. 
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Die Zerlegung der Dyade $ in einen symmetrischen 
und einen antisymmetrischen Teil gewinnt in dem be- 
trachteten Fall eine besondere physikalische Bedeutung. 
Die Änderung der Entfernung hängt von dem sym- 
metrischen Teil ab. Ist also die Deformation von solcher 
Art, daß dieser Teil Null wird, so tritt keine Yolumen- 
veränderung bei der Deformation ein, d. h. es bewegt 
sich das Medium wie ein starrer Körper. Daraus folgt 
weiter, daß der zweite, antisymmetrische Teil der Dyade 
einer Drehung des Mediums um den Punkt, gegen 
welchen die Yeirückungen betrachtet werden, entspricht. 
In der Tat nimmt dieser zweite Teil die Form an : 

|($ - $c) = i<0 , 02 - 61 , q - ag 

fcl — «2 , , feg — Cg 



(4) 



2V' dy 



dx^ dz dx ' 



dx dy^ ^ dx dy ' 
dx dx^ dy d 



i' "} ■ 



wenn wir fQr die Koeffizienten der Deformation die Be- 
zeichnungsweise des § 51 wählen. Für die Deformation, 
die dieser Dyade entspricht, folgt: 

(,_i,*_*,).,_(il-ii)[„i 
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Erleidet der Punkt, auf den diese Verrückungen be- 
zogen sind, selbst eine unendlich kleine Yerruckung, so 
müssen wir, um die absoluten Yerrückungen zu erhalten, 
diese hinzuaddieren. Es lehrt dies, daß eine jede un- 
endlich kleine Yerrückung zusanmiengesetzt gedacht wer- 
den kann aus: 

1. einer Parallel Verschiebung des Medimns, 

2. einer Yolumendilatation, deren Größe durch den 
symmetrischen Teü der Dyade gegeben ist, welche die 
lineare Yektorfunktion der Yerrückung nach Abzug der 
Parallelverschiebung bestimmt, 

3. einer Drehung des Mediums um den Bezugspunkt, 
deren Größe und Kichtung durch den antisymmetrischen 
Teil der Dyade angegeben ist. 



§ 59. Hanptdilatationsachsen. Seine Yolumen- 

dilatation. 

Aus der Gleichung (3) des vorigen Paragraphen, welche 
die Dilatation in einer vorgegebenen Richtung bestimmt, 
können wir die Hauptdilatationsachsen ableiten, d. h. die 
Richtungen, in denen die Dilatation einen Grenzwert, 
Maximum, Minimum oder Sattelwert, annimmt. Nachdem 
wir oben gezeigt haben, daß die Deformation eine Kugel- 
fläche in ein EUipsoid verwandelt, ergibt sich von selbst, 
daß die Hauptdilatationsachsen mit den Achsen des 
EUipsoides zusammenfallen müssen. Es ist indessen 
nicht überflüssig, zur Übung die Hauptdilatationsrichtungen 
direkt zu berechnen und gleichzeitig zu zeigen, daß in 
diesen Richtungen nur Streckung, aber keine Richtungs- 
änderung der Radienvektoren vorkommen. Für einen 
Grenzwert muß die Yariation der verhältnismäßigen 
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(1) -^=^^2 =[^]-^-t 



Streckung der Eichtung f Null sein. Bei der Variation des 
Ausdruckes: 

müssen wir nun berücksichtigen, daß für den Einheits- 
vektor r die Beziehung gilt: 

(2) f.rff=0. 

Nun ist 

d{[0]X'i} = [0]dX'X + [<P\X'dx, 

oder da die Dyade symmetrisch ist und daher: 

[0]dx ' X ^ X ' [0] - dx = dx'[0\'X = f^]r-rfr 

gesetzt werden kann, folgt: 

• d{[0]X'x} = 2[<^]X'dx. 

Subtrahieren wir von diesem Ausdruck, den wir gleich 
Null zu setzen haben, die mit einem willkürlichen, ska- 
laren Faktor A multiplizierte Gleichung (2) , welche wir 
mit Benutzung der Identitätsdy ade /auch schreiben können : 

so kommt: 

(3) {[0]--XJ)'X'dx = O, 

Diese Gleichung muß für jeden Wert von dx gelten, 
speziell also auch, wenn dx mit der Richtung des Vektors 

{[0]-XJ)'X 

zusammenfällt; es muß also der Vektor selbst Null sein. 
Dieser Forderung aber sind drei skalare Gleichungen für 
die drei Komponenten äquivalent und diese sind bezüglich 
der Komponenten ^1,^2, r^ des Vektors f homogen und 
linear. 
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Solche Gleichungen können nur zusammen bestehen, 
wenn die Determinante der Dyade ([$] — ?,J), d. i. die 
aus den Dyadenkoeffizienten gebildete Determinante ver- 
schwindet. Diese Bedingung ergibt eine Gleichung 
dritten Grades in l , welche drei reelle Lösungen besitzt. 
Jeder Lösung X entspricht ein Wertsystem der Kompo- 
nenten ^1 , ^"2 , r, von f . Die drei daraus folgenden Eich- 
tungen seien r^, xf\ yf^\ Dieselben stehen aufeinander 
senkrecht, wie aus Gleichung (3) leicht festgestellt werden 
kann. Für k^ und / geht nämlich die von dx befreite 
Gleichimg (3) über in : 

(4) ([0]-^i/)r'=O, 

für ^2 und nf^ in: 

(4') {[0] - Aa J) t"= . 

Wir multiplizieren die erste Gleichung skalar mit Y\ die 
zweite mit Y und subtrahieren die zweite von der ersten. 
Dann erhalten wir: 

(Ai-l2)Vr=0. 

Wenn also X^ und Ag nicht gleich sind, müssen rf und xf^ 
aufeinander senkrecht stehen; dasselbe gilt von der 
Kombination xf^\ xf und xf^\ x!\ wenn auch A3 von A^ und 
^2 verschieden ist. 

Es existieren in diesem Fall drei zueinander senk- 
rechte Richtungen, in denen die Dilatation einen Grenz- 
wert annimmt. Es sind diese drei Richtungen also die 
Hauptachsen des durch die Deformationsdyade ^ be- 
stimmten Ellipsoides. 

Die Größe der Dilatation in den drei Richtungen er- 
halten wir aus den Gleichungen (4), (4^) und der ent- 
sprechenden für A3 , da [$] r der Teil der Deformation 
ist, der sich auf die Dehnung bezieht. Es wird 



(5) 
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/ O2 = A2 t 



1 



t)a — Ao X . 



i ^ff^ ^3 ~— '^ 



Es folgt hieraus, daß in den Hauptdilatationsrichtungen 
die Deformation [Ö>] nur Verlängerungen, nicht Richtungs- 
änderungen des Vektors r bewirkt. 

Die Dilatation des Volumens der Einheitskugel bei 
der Deformation in das Ellipsoid mit den Halbachsen: 
1 + ^1 , 1 + ^2 , 1 + A3 pro Volumeneinheit, schlechthin 
die Volumendilatation genannt, ist, da Jl^ , Ag , Ag klein 
gegen 1 sind, gleich A^ + Ag + A3 . Dieselbe ist gleich 
der Summe der Diagonalglieder der Dyade ^, oder der 
Dyade [^], da ^^,^2,^3 die Lösungen der Gleichung 
dritten Grades waren, die wir erhielten, wenn wir die 
aus den gleichen Gliedern wie die Dyade ([0] — XJ) be- 
stehende Determinante gleich Null setzten. Die Volumen- 
dilatation ist also Null, wenn A^ + Ag + A3 oder 

ist, eine Gleichung, die wir aus der Hydrodynamik als 
Inkompressibilitätsbedingung kennen. Einer Dyade mit 
dieser Bedingimg entspricht eine reine Gestalts- 
änderung. 

Wenn die Gestalt nach der Deformation sich ähnlicli 
geblieben sein soll, so müssen die Dilatationen nach allen 
Richtungen gleichgroß sein, d. h. die drei Lösungen X^^k^-i h 
einander gleich sein. Die Bedingungen, welche in diesem 
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Fall zwischen den Koeffizienten der Defonnationsdyade 
bestehen müssen, finden wir auf folgendem Wege. Wenn 
^^ = ^2=^8, so geht die lineare Yektorfunktion 

ö = [$] r = ^ bi + ^Ö2 + C'ös 

welche der allgemeinen Dilatation entspricht für den Vektor 
über in: 

Es muß also für jeden Yektor 

sein, oder 

(7) m^X.J. 

Zwei Dyaden sind aber nur gleich, wenn alle Koeffizienten 
ihrer Normalform einander gleich sind. Die Koeffizienten 
von / kennen wir und es folgt hieraus : 

=* ©2 = ^3 ^ ^ > 



U2 



(8) 

+ ^3 == ^3 + ^1 = ^1 + «2 = . 

Man bezeichnet eine Deformation, deren Koeffizienten 
diesen Bedingimgen genügen, die also eine nach allen 
Richtungen gleiche Dehnung ohne Änderung der Rich- 
timgen hervorruft, eine reine Volumenänderung. 

§ 60. Anwendang auf die Differentialoperationen 

Ton Vektoren. 

Es sei 

d\i = ^ 'dl , 

ö=^i + ^i + CI, 
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also: 

dx ^ dx "* dx 

dj_ d^ dC_ 
dy'öy' dy 

^ ^ ^ 
dz '' dz "^ dz * 

Aus der Gleichung (-4) des § 58 ergibt sich dann : 

curlö = |(^ — ^) = 1^^; . 

Hieraus ist sofort abzulesen, daß, wenn curlö Null ist, 
die Dyade ^ symmetrisch, d. h. die durch ^ dar- 
gestellte Deformation frei von Drehung ist. Aus 
Gleichung (6) in § 59 und der Bedeutung von <^ folgt: 

divö = ^; . 

In § 51 wurde gezeigt, daß 

^ = ö; P, 

wobei sich die Differentiation auf den davorstehenden Vektor 
bezieht, und es ist die totale Änderung des Vektors ö in der 
Kichtung a : 

0*a = aP; ö = (aP)ö . 

Die anderen im I. Teil besprochenen Differentialoperationen 
der Vektoren und der Vektorprodukte lassen sich ebenfalls in 
übersichtlicher Weise durch die Dyaden ausdrücken, und Jau- 
mann hebt mit Kecht hervor, daß durch die Dyaden die 
Differentialausdrücke sinnvoll zerlegt werden, nämlich in zwei 
vorstellbare, reale Faktoren, im Gegensatz zu der in obiger 
Darstellung vorgenommenen Trennung derDifferentialoperatoren 
von den davon berührten Vektoren. Die Formeln sind mühelos 
abzuleiten, wenn man F wie früher als Zeichen eines gewöhn- 
lichen Vektors behandelt. 

Die konjugierte, skalare Dyade ist: 

Das Produkt dieser Dyade in einen Vektor: 
<^,a = (at))P=P(aö)a 

Valentiner, Vektoranalysis. 11 
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bedeutet den Gradienten der skalaren Größe (a t)) bei konstant 
gehaltenem Vektor a; dagegen ist 

a . (p; = ; Pa =:= (Pa) t) = (a P) ö = ^ a . 

Die rotorische Dyade nimmt folgenden Wert an: 

^ = bfP. 

Das Produkt derselben mit einem konstanten Vektor Q : 

^(x = [[aPJ.ö] 

sei als Beispiel etwas ausführlicher entwickelt. Infolge von 

[[ab]c] = b(ca) — a(bc) 
ist 

Die Komponente der rechten Seite in der Richtung t läßt sich 
sofort hinschreiben: 

+ ^^ dx + ""'dx + ^^dx " ^^ [dx + ^ + dz) 



= -"^ Key + ^) + "^ Fx + ''^ 



^f 



wenn 

a = a, i + a, i + aj f 

gesetzt ist. Links erhalten wir in ausführlicher Schreibweise : 



+ [ai]x( 



d^ . , dt] . ^ ec 



(1 «.-!«.), (^^'+g^J+5^t) 



+ [...] + [...] 






Anwendung auf die Differentialoperationen von Vektoren. 163 

woraus sich als Komponente in der i -Richtung der gleiche 
Wert ergibt. 
Endlich ist: 

<pj- . a =- a ^ = [P [b a]]a 



11* 
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fifclttvf i tmb ^rdltttiiit o. Dr. XatI 
€ctftein, jDrof an ber 5orftaIa6emie 
Cbersvolbe, Rbteitungsbiriaent bei 
ber Qauptftation ^ts f orftliqen Da» 
fit^snefens. tlr. 168. 



Repetitoriunt b. mat^ematit enti). bie 
»iqtigften 5ormeIn unb Ce^rf&^e 6i 
Hrit^metil, HIgebra, algebratf^en 
Hnalpfis, ebenen 6eontetrie, Stereo« 
metrief ebenen u. fp^arifd)en t£rigo« 
nometrie, matb. (beograpbie, anaInt 
<Beometrie b. (Ebene u. b. Raumes, b. 
Different« u.3ntegralrec^n. o. 0. tCf). 
Bürflen,prof. am KgL Realgpmn. in 
Sd)n).»(bmünb. mit 18 5ig Rt. 51. 

— |l4t|fUtiiiir4t<« Don (5. mol^ler, Prof. 
a.<bomn.tnlUm. mit655i9 Rr. 136. 

^^rftntifftitriltaft Don Dr. Hb. Sdimop« 
paäi, profeffor an ber 5orftaIa6emie 
(Ebersmaloe, Hbtctiungsöirigent bei 
ber Qauptftation bes forftliqen Der* 
fud^sroefens. tlr. 106. 

iKtm^nf^vt, 9i»#, itit9etttril|«n von 
Dr. Rttb. Kleinpaulitt £eiP3ig. Rr. 55. 

$vtmhpt9vttvbudf^ 9<ittr4)e», oon 
Dr. Rttb. Hleinpaul in teip^ig. 
Rr. 273. 

CUmr^iitetifiKliriltikti««. TCe;tiI « 3n» 
buftrie II: tDeberei, tDirterei, Pofa» 
mentiererei, Spieen« unb (Barbinen* 

Iabrifation unb 5il3fabrttation oon 
)rof. mar (bürtler, Direftor ber 
(önigl. (Ced^nifd^en 3entralfteIIe für 

T[ertü'3nbuftrie 3U Berlin, mit 27 

5ig. RclSSw 
tS(fk4»lir«fbitiiriitit»it« 9ie, oon^ng, 

aifreb Kirf(!^te in Qa& a. S. Vm 

f& 5i0uren. Rr. 316. 
etioihafit oon Dr. (L Rein^er^, Prof. 

an ber tltdm, QoAf^uIe ßannooer. 

mu 66 RbbUb. Rr.102. 
llljr«0yii|rlriie, ^fttüntmdfditt oon 

Dr. Siegm. ©üntber, Prof. an ber 

tCeAn. Do6f4uIe in tlfüncqen. mit 

62 HbbUb. Rr.92. 

— Ilirttfirihe, oon Dr. Siegm. (ßünt^er, 
Prof, an ber X5nigl.t[e6n. Qo&fc^ule 
in münd)en. mit 32 Hbbilb. Itr. 2*;. 

~ f. au6: £anbestunbe. — Cänberlunbe. 

tS(««l08» oon Prof. Dr. (Ebert). Sxaos 
in Stuttgart mit 16 Rbbilb. unb 4 
Saf.mfkfiber50 5i9. Rr.l3. 

«(«Mitftrif , 3litalt|tir<i|*t ^tv tfbcitt 
oon Prof. Dr. m. Simon in Strag« 
bürg. mttB7 5i0. nr.6ß. 
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«■«nutet*, Jbttal^i Mfaot'i- 

«imutrS »>r «knu ««n ffi.iD). 
BDilIai, pmt. am KgLItealgiimRa- 

Prot- "'■ OL Sbnon In 
ntfi 28 auiiui. Hr. ee. 

' — f mtnw l wt f f. }»■- 

lir rl* k. Hauom Don 

IS. , piol. (u RtalaminL L 

Sd, b. Dte^, Ih.soa. 

' >al|lill>nbi, nun Dr. ttofttcl 

BaatMt, ptoI.an6«tUniD.3enii. I. 

llttl 110 51j. 10.1*2. 
' Vbtu. Don S, Ittatiia, Prof, am 

Cqmnanam in Ulm. mil 111 ]iDtt> 

laikSla. Hi.il, 
' MnöiclABt, tn fqnlbtt B<[)ank 

Sota 0011 Dr. Uail Doctidmann, 

»t^ltoT an b« UninerfltiU man. 

d|tn. mtt 91 Sig- Tu. 72. 
»ifitUAt, CBbtr«*. «m Dr. Kall 

BrnmuT, prof. am Sqmiuiflum In 

pforjlitim unb pdoolbiqnU lux IEt> 



Katuni4( 



:.m 
. . . C||ri|UM*n tfotlnnillitatta 
IBnlgadtn, SttUn, Rumdnltii, 
tltoitKiugro, lEiitllitnIanA) von Dr. 
K Rtn^ in KtmpMB. Vx. 331. 

- ^^tctf^l}'. >«" Dr. Qant IDitcI in 
OUf^bnig. Ili.ieO. 

' >*• #aiitRtinir<'im V*Uit* nm 
Dr. K. tMft in Ktmpitn. Ilr. 19a 
fmttdu. I: MIttlilaUtF (bU 
IEI9) Don Dr. 5, Hurjc, pcoT. am 
KgL Cuiitngqmn. tn Berlin. IIi. SB. 
■■ - ■■ " »M |Uf«- 

tbiräTPrortfW öm'XinigL Diiftv 

sqmnaHuni fn Bttlln. Hr. Sl. 

- - m-.fmitjßtmäat&tnttAt- 

hm In» m* SiKfUIxng ht« 
aUin lUiifai 0648-180«} Mm Dr. 
$. Kum, prM. am Kgl. Culfni> 
gqnMipnm hi Bnltn. In " 



taitft (1500-164» 1 



^ BonoiaTpnttfloT a 

Bora. 1.BM4n.:1800-lB92. 



ääMri.: 

Kl. S1& 

-- ZBtim.: 
Hl. 217. 

■ iMnul» Ut ouf McflTititi.Sdtimt 
LlcDr.3. BCTjIngur, "* — 



a U> Cnöt b.3al)(6. 






(n Stiabburg. Hl. ( 
. bM KlIiB plorgi 
Dr. 5i^ BommtL prol, a. b. UnfDcrf. 
mfln^cn. in.GBl^.u.lKaTtni.4S. 

- 0«|ltr»Ui{r<il(. ■: Pon bei Ui' 
wtl Ml jnm lote lUnig Hlbi(41* II. 
(1M9) »on prpfillDr Dr. jwiq 
»on Kror- — ' — '-" - — "- 
Koil -■' 

. - mÖimiäbtHinigiilbKiitsii. 
bto }um üXItfllilibcn Idtbcn a«0 
Ml 1648). nm Pn)|. Dr. 5rani 
tum Kicin», nrubcaibdtd son Dr. 
Karf U^Ilrj, Prof. an bei Unln. 
Sn^. DIU »Stammtardn. llt. 106. 

Ralntr^i. B. Di. iIIimciiiBianbcn' 
irgn i» pvtcn. Hr. 3»a 
KmlUt. Don RtoIgqmiuitloliSIc. 
3iU. KÖ4 In SniiKnMltk Iti. 16. 

- Ilnmrdli.v. Dr. lOU^. Rttb, «bnL 
amOlltnq'nnaitumlNiRaiit}. Ilt.l. 

- »öiijnm. Don ptofcrrot «tu 

Kanmntl, ttrihiT bä ll|[i>[afgi|m> 
noliumi ju Cdpjlg. Itr. LUi. 

- MwittirtriN'' Don Dr. X. Dünb- 

ian,pior.a.b.UniD.3fidd|. ni.ii& 

jNtimiMti Mn Dr. SuftOD Dintfi. 
~' " ■ ■"■ I Dr. 4ni|l Ded. 






[(Mi* pcbc: (TbcnKe. 
' rri «tl^: Dlaltrd. 
-nittUiL: niim — ' 
tltl|(: IHtiftt. 
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Pa6a9ogit. 

— ^tr «llittßb fietie: p^pfit 

— ht0 beitird|«n l^aittoni» f.: Roman. 

— htv htnifAftn ßpvoAit fiei)e: 
(5rammati!, t)eutfqe. 

— ht^ htnifd)tn ^nittvidftit- 
wtftnif fiel)e: UnterTid)t$«)efen. 

— IbCi» Seititn00ii>treit# f.: Seitungs* 
tDefen. 

— ^tv ^00UiHt fie^e: Zoologie. 

tn H«t t)on Dr. €mfi B^rn^eim, 

grof. an 6er Unioerf. 6r^if$tDaI6. 
r.270. 

^ttttttidtimtg b«r. Dom Auftreten 
öer ae3ogenen 6ef(!^fi^e bis 3ur 0er' 
toenoung 6es raudtfqtoadien puloers 
1850—1890 0. Itlumtnenlioff, lltaior 
beim Stabe öes Sugartillerie^Hegi« 
ments (Beneralf elbseugmeifter (Brau« 
benburgifdies Hr. »). tttit 50 tL^iU 
biI6em. Hr. 884. 

a$tft1(budit |Sitr0erliiite^, fie^e: 
Re(^t bes Bürgerlichen (Befe^bud^es. 

t^f futtblieifi^lebre« Der menf<I)n(^e 
Körper, fein Bau un5 feine (tätig* 
feiten, oon <L Hebmann, 0berfd^uU 
rat in Karlsruhe, mit (Befunb« 
beitslel)re oon Dr. med. ß. Seiler, 
titit 47 abb. u. 1 tlaf. nr. 18. 

^tVftvbthtiiiUnt Don Dr. €. Rot^ 
in potsoam. ttr. 350. 

fßi€Vfttbtwt\tn oon IDerner ^ombart, 
Prof. an 6. ßan6elsl}0(^f^ule Berlin. 
1. IL ttr. 208. 204. 

1&tmidii0Vftftn* Rtag«, tltflns* unb 
6en)i(!^tsi])efen oon Dr. Hua. BItnb, 

8rof. an ber Qanbelsf^ule Tn Köln, 
r. 28& 

IßMdfftiepmmafäiint^ Jlif, oon (L 

Kinjbrunner, 3ngenieur unb Botent 
für (Eleftrotec^nil an ber Rtunictpal 
Sc^ool of tEed)noIogi) in Btancbefter. 
init78 5ig- nr. 257. 
IBUtrilierlmttb* oon Dr. 5rit) Uta' 
Aata in IBien. Rtit 5 AbbUb. im 
tiext unb 11 tCaf. llr. 164. 



^fiHfvith tf^it ^iva^buv^. fjart« 
mann oon Hue, IDolfram oon 
(Efd)enba^ u. 6ottfrieb oon Strag« 
bürg. Ausmaß! aus bem böf. (Epos 
mit Anmerfungen unb tBörterbuc^ 
oon Dr. K. IHaroIb, Prof. am KgL 
SriebriAsIoüegium 3u Königsberg 
l pr. tlr. 22. 

tHrikinntittUt. 9*uWit^ unb furse 
(Bef Aid^te ber beutf Aen Spra(f)e oon 
Sd)ulrat profeffor Dr. (D. £i)on in 
Bresben. Itr. 20. 

— IBvitA}ifäft^ U 5ormen(eI)re oon 
Dr. Qans mettier, Prof, an ber 
KIofterfd)uIe3un!auIbronn. Itr. 117. 

11 : Bebeutungslel)re unb Sqnto; 

oon Dr. {Jans Ittel^er, Prof. an ber 
Klofterfc^ulesu Rtaulbronn. ttr. lia 

— $<tt»inirfti«. (Brunbrig ber latei« 
nifAen Spra^lefire oon Prof. Dr. 
B). Botfd) in Btagbeburg. ttr. 82. 

— Ptmei^orittbtttirdie. Ber nibc« 
lunoe ttöt in Austoabl unb mittel« 
boqbeutfcbe (Brammattl mit furjem 
tuörterbud) oon Dr. tD. 6oItqer, 
Prof. an ber Unioerf. Rofto<{. Itr. 1. 

— UufftfAjt^ oon Dr. (Eridj Bemefer, 
Prof. an ber Unioerf. präg. Itr. 66. 

fielje au<ii : Ruffifdies ®efprä(^s» 

buq. — £efebuc^ 

^üubtitiktttvtfpfinbtnii 2leitfr<iTft 

oon Prof. tD). be Beauir, Officier be 
lOnftruction publique, ttr. 1S2. 

— Q^naltrdtr, oon (E. <£. IDt^itfielb, M. 
A., Oberlehrer an King (Ebioarb VII 
(Brammar S^ool in King's £pnn. 
ttr. 237. 

— fruttfürirdie, oon profeffor t[^. 
be Beau;, Officier be lOnftruction 
Publique, ttr. 18S. 

— StalUniffltc, oon prof. Alberto 
oeBeaut, Oberlehrer am Kgl. 3nftitut 
S. S. Annunsiata in Floren}, ttr. 219. 

— HtttDftrdre« oon Dr. (E^eobor oon 
Kaioratjsft) in £eip5ig. ttr. S15. 

— fpanifdtt^ oon Dr. Alfrebo ttabal 
oe tltarie3currena. ttr. 295. 

^miihti^ptiiHkt |lit#ti>airtl0»« oon 
Dr. Qeinr. Sieoefing, prof. an ber 
Unioerf. tRorburg. Ur. 246. 
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3e in elegantem 
CcintDanöbonö 



80^f. 



e.% WrchenTdie TertAgsbandtimg, ];.dpz{g. 



9^nh»ltm»f$n^ 8it#, oon Dr. l!DiQ|. 

Ceris, Prof. a. o. Untoerf. SStttngen. 

I: Pas Qan^elsperfonai ttn6 btt 

tDaren^anöeL Itr. 296. 
II: Die CffeftenbBrfe vmb bit 

innere QanbelspoIUil. ttr. 297. 
Havm^itif U^ve oon H. Salm, mit 

Dielen llotenbcilagen. tlr. V2IX 

l^ovimantt vtn ^gMt^Wtiifvam von 
ißfditnbadf nnb tS^ltfirie]^ viom 
SttvaUlmira. Atisioat)! aus 6em 
^fifdien (Epos mit Anmerfungen 
uno IDörterbuc^ oon Dr. K tltarolö, 

grof. am Königli^en 5rie6ri(b$<* 
negium ya. Königsberg i. pr. tlr. 22l 

Itodrftt $iiili<t Sivnifft oon Dr. Karl 
Braun in Berlin. (Die fette unö 
Ole ill.) Hr. 837. 

0. Dr. XXL f^aberlanbtf prioatbo3. a. 6. 
Unioerf. tOien. L n. Itr. 162. 16ä. 

Utifttttg ttnb Silflttns oon Ingenieur 
3oI}annes Körting in Düffelöorf. 
1.: Das tDefen unö öie Berechnung 
öer f)ei3ungs* unö Cfiftungsanlagen. 
mit34 5ig. Hr. 342. 

II. : Die Husfüfirung öer ^eijungs« 

unö Cfiftungsanlagen. Kitt 191 5ig. 
ttr. 343. 

I^flbtnrag«« ili« htuifdit^ oon Dr. 
Otto Cuitpolö 3tric3el, Prof. on 
öer Unioerf. tltfinfter. ttr. 22. 

— fie^e CMdii ini)tI)oIogie. 

oon profeffor Q. (a^t. ttu|baum in 
Qamtooer. ntit 30 Abb. ttr. 348. 

— htif ^Plftmufi^nftftMi oon Prof . 
Q. (T^r. tluBbaum in ßorntooer . mit 
5AbbUÖ. Hr. 363. 

Ifitbttfirie» ^nfit^m^fdft eiftmi- 
fill«, o. Dr. <Buft Itauter in (Unat' 
lottenburg. I: DieCeblancfoöainöU' 
ftrie unölbre ttebenswelge. mit 12 
traf. ttr.Si& 

— — n: SaÜnemoefen, Kalif alse, 
Düngerinöuftrie unö Dcnoanötes. 
mit6(Caf. ttr. 206. 

III: HnorganiJd)e C^emifc^eprS« 

parate, mit 6 VLaftüL Hr. 207. 



mtbitUri* b«v$Uilt«te, ^tt kftnfli. 
gi»itS«in« «tttb bc# l^drteU. 
I: <Btas ttnöferamif6e3nöuftrie oon 
Dr. (Buftao Kauter in dbarlotten« 
bürg, mit 12 traf. ttr. 288. 

II : Die 3nöuftrie öer KlnftnAen 

Bottfteine unö öes tttörtels. litit 
12lEaf. ttr. 284. 

Vjtvt fftthUAmtfi oon Stabsarzt 
JjT. TD. Qoffmann in Berlin, mit 
12 oom Derfoffer gejeiAneten Ab« 
bQöung. u. einer 5iebertaf et Itr 327. 

9iitfgv«tr«il)mtti0 oon Dr. 5rieör. 
3unler, Prof. am Karlsgijmn. in 
Stuttgart mit 89 $iQ, Hr. 88. 

— ttepetitorium u. Huf gabenfammlung 
3ur3ntegraIre<!^nungo. Dr.frieöriq 
junier, Prof. am Karlsgijmn. in 
Stuttgart mit505ig« Hr. 147. 

^axUnkmiht^ aefcbi^tH^ öargefteüt 
oon (L (Belcio), Direttor öer t I. 
tlautif(^en Sd^ule in £uffinpiccoIo 
unö jr. Sauter, prof . am Healgomn. 
in Ulm, neu bearb. oon Dr. pauI 
Dinfe, Hffiftent öer 6efeIIf(^aft für 
Cröfitnöe in BerUn. mit 70 Abbiä. 

itcsa 

llivilfftiiUb. martin Cutber, (T^om. 
munter, unö öos Kirqenlieö öes 
16. 3oq^^unöerts. ausgem&I)lt 
unö mit (Einleitungen unö An« 
merfungen oerfe^en oon Prof. (b. 
Berlit, Oberlehrer am tlilolaigiim« 
nafium 3U Ceipsig. Ur. 7. 

glimalttittbe I: Allgemeine Klima« 

le^re oon Prof. Dr. tD. Koppen, 

meteorologe öerSeemarte Hamburg. 

mit 7 ^af. unö 2 5ig. Ur. 114. 
^0lüt^ai^tdihAft$ oon Dr. Dietri^ 

Sd)Sfer, Prof. öer <bef(^id)ie an öer 

Unioerf. Berlin. Ur. 15& 
^PitniaUftäfi^ ^tttifOft*, oon Dr. 

Q. €ÖIer oon ^offmann, prioatöoj. 

an öer Unioerf. Odttingen. Ur.8ia 
|tMtt|y«^mt#l«l|t;e* mufilalif^ 

5ormenIebre oon Stephan Kre^L 

I. IL mit oidcn Uotenbcifpiden. 

Itr. 149. UO. 
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at€mif&i9, oon Dr. pauI Krifd^e 
in (Böttingen. ttr. 804. 

ttttJ^ rH«i# SSti0htit«n« oon 

€. Heimantt, Oberfcbulrot in Karls* 
rul)c. ntU (Befunboettslebre oon Dr. 
med. Q. SeUer. tTttt 47 HbbHÖ. unb 

1 traf, m, la 

|lvi(liill4r0riiiil^j» oon Dr. ID. Brunns, 

grof. an oer Unloert. Straftbura. 
tttl90dbbUb. llr.m 

fM^mm unh SUtridmrctt« mit 
(Einleitung unb tDSiterbu^ oon 
Dr. <D. t. 3iric3ef, Prof. an 6er Uni* 
oerf. IRÜitfter. Hr. 10. 

Hebe axLäi : ttb^n, Deutf c^es, im 

12. 3a^r^unoeri 

gtitUitr, 9i'» ^*v ^tnaiffatttt* (Be« 
flttimgr Sbrf^ung, Di^tung oon 
Dr. Robert $. Hmolö, pHoatbosent 
on ber Unioerf. IDien. Ilr. Iüxk 

||itltttr0er<Hi<l|t<, $nttr4|». oon 
Dr. Reinq. (Bilnt^er. Hr. 56. 

Itiht^, 9U 0ri»i»l|ird|m, oon Carl 
Hanqmtann, 5ac^Ie^rer o. b. I. f. 
(brap^if^en Ce^r* unb Derfu^s* 
anftalt in tDien. TIXit 3al)Ireid)en 
Ebbilb. unb Beilagen, tlr. 7& 

^tuttf Ofvift fie^e: Stenographie. 

t9itl^«rltttit>« V0n i/turppa oon 
Dr. 5ran3 {jeiberid^, Prof. am 
5tanciscO'3ofepl)inum in ITtoMing. 
mit 14 (Ee;t!ärtd)en unb Dia* 
grammen unb einer Karte ber 
Hlpeneinteilung. tlr. 62. 

— htv aulitvtuvppüifditn fßt'b- 
teil* oon Dr. 5ran3 ßeiberi^, 
profeffoc a.5tanci$co«3ofepl}inum in 
möbling. mit 11 tEertfärtcben unb 
Profil, n«. 68. 

oon Dr. Kurt fJaHert, profeffor ber 
®eograpb{e an b. ßanbeIs*ßod{fd)uIe 
in Köln, mit 8 abbilb., 6 grapi}ifd). 
tCabellen unb 1 Karte. Rr. 319. 
€mnht0kmiht t»mt ^c^tn oon prof. 
Dr. 0. Kienits in KarlsnO^e. mu 
Profil, RbbUb. unb 1 Karte. Rr. 109. | 



§anh€^k»nht htif Ikanigveifli» 
^itn^rtt oon Dr.tD. (Bd^, Prof, an b. 
Kgt.tte(i|n.t)odifel|uIe manchen, mit 
Profilen, abbilb.u.l Karte. Rr. 17a 

— v0n ißriUfdi'iJ^üvhanutiha oon 
Prof. Dr.a. ©ppel in Bremen, mit 
13 ähhüb. unb 1 Karte. Rr. 284. 

— von CSira^«$0tltH>i0ttt oon Prof. 
Dr. R. tangenbed in Strasburg i «. 
mit 11 Abbtibgn. u.1 Karte. Rr.215. 

— Jbtv ^b$tifi^€n l^aUvinf«! oon 
Dr. 5ri^ Regel, Prof. an ber Uni« 
oerf. IDitrsburg. mit 8 Kfirt^en unb 
8 abbilb. im Hext unb 1 Karte in 
5arbenbruct. Rr. 235. 

— pon i^ßtwtUtf • iCngcmt oon 
Dr. RIfreb <Brunb, profeffor an 
berUnioerf. Berlin, iftit 10 (Tet^ 
iHuftration. unb 1 Karte. Rr. 244. 

— ht* iSuvtipatifäftn IdtHlftn]^ 
ttebfl fismlitn^# oon profeffor Dr. 
a. piiifippfon in Qalle a. S. Rr.359. 

— ^t* |l<viii0reid|» $(kil|f«it o. Dr. 
3. 3emmri^, (Oberlehrer am Real* 
gqmnaf. in Plauen, mit 12 ab« 
bilb. u. 1 Karte. Rr. 258. 

— v0n §katMnanitn (Sc^oeben, 
Ronoegen unb DSnemarf) oon 
I)einriq Kerp, Ce^rer am (Bomna* 
fium unb £el}rer ber (Erbfunoe om 
(EomeniuS'Seminar 3U Bonn, mit 
11 abbUb. unb 1 Karte. Rr. 202. 

o. Dr. Kurt Qaffert, Prof .b.iBeograpbie 
an ber {)anbels^0(f}f(^ule in Köln, 
mit 16 DoIIbUb. u. 1 Karte. Rr. 157. 




oon Cmft Cangenbed in Ißoä^um, 
Rr. 227. 

ißbtUf 9«ittr<t|f!^, Int 12. u. 18. 
|ial^$iml^ert. Reaffommentarstt 
bin Volts» unb Kunftepen unb 3um 
minnefang. Oon Prof. Dr. 3ul. 
Dleffenbad|cr in 5teiburg t B. 
1 ZEeil: 0ffentIid)es Ceben. mit yil^U 
reichen Rbbilbungen. Rr. 93. 

2. (Eeil: Drioatlebcn. mit 3a1^^ 

reidien abbtlbungen. Rr. 328. 



i 
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MtÜHfllt 
Dr. tS. l 



»an Dr. J[ema\M. Ib. G. 
üriit. nfreoTttlti^ ptiDllI II. VtU: 
*"■ un6 Olflcini. Don Dr. »uJL 




Kiniasbng L Pt. IIt. 

— »»»It.falitbmibttt» liaii»- 
tfH tat^MT, C^mh. MnnMr n. 
ko* «initntlb» bt> 16. lolttr- 
hinktrt*. fltugnDUlll uiiti mit 
Ctnlttliingcti unli flnmtrtungtn DI» 
JcbM Mn pur. «. B«dit, iDba- 
Utart am ninlaigiimiiatlum }u 
Z^la. Vz. T. 

nt flWM t«i%». Auiatnia^II 

mib til£itm ««■ Prof. Dr. 3uL 

5lI«T. IlT.21. 

IQ; «Ml tfvBMt H» KslUn- 

■foginjsvaiii, SatltB, fl ri^act, 
fpmtVtnpff DKb fäbd. Hu>- 
gcmA^U unb (itlulcil son pro). 
Dr. 3ulliu Sati-e. Dr. 3fl. 

gHnaturm. fii, >» »rUnta. 
I. CcU: DU tittlalunn dlflallnu 
unb 3nblt» B. Dr. TU. QnaccInntiL 
PrlDoitioitnt an ba UiriMcf. IDitii. 

- lL<[iU:DI(atti:aluTtn 
Stmttcn vM Züitm, vi 
ßabcrlanU. prhmthnti» ob gii: 
UniMti. VOltn. m. les. 
SUcvatnrt*riitiAt(. 9*nlMi*i von 
Dr. mö^ Koi^ präftn« an ba 

lail n>atbn4l^ Prot, an ba StAn. 
DoiW^nlt Stuugail. ttr. ISU 



Ü»nbaatWMt. V«rtrd|(, bM 
19. f abcKuitktrt* v. CqtI IDdt- 
bttält, Prof nn 6 Iii[n. fjodi((t|u!( 
Shittgait 1. 11, Hr. ist. lau. 

- enelir^t. Don Dr. Karl Dtlfn 
In Wim. Hr. 09. 

lErunbjDgt unA Rau|iltiipcB b«( 

RiaElli^tn Cftnii)HTqtii^i(i)l(Don Dr. 
arno» m. m. 5itic5<i. Prof, an ba 
btls^udlTi^ult in Kafn. 2atllc. 
..t. 286. 287. 

■ OrUrtifUlt, nill B<TG<Hlil|tlgung 
btt e<Iil)lil)tt tet [DlllenfiMWii 
-n Dr. mh»6 ffitiift, Pwl- al 



- |I««MI 



-s 



tu j- ». — ni. 2TJ 

2. (Teil: Dos 19. ^abr^. Kr ..„ 

- epaniriljc, Don Dr. Kutol) B<» 

Bi IDltn. 1. U. nr. 1«7. Iiäi. 
fettttniimttt. rlcrTlemgt lafdn 
un* (fenintnttln für Iogorlfl|raif[f)(s 
unb Itlgonoradiiiifi«» Rfditten in 

fDct Saibtn lulamintngeltellt DOn 
)r. fiirmann Si^ubeit, ptof. an 
bcT StlthneRidiLlt bts 3<l)an> 
ncumi In Hamburg, Hr. Sl. 
bBlh. PIqibDl09<< unt Cogll ]ur lin- 
Mninainbi<pbi[o(ophbD Dr Cb. 
SHtntjons. Dlil 13 Sia- «r. U. 
Sut^ir, SHoHin, Clge«. SKtunn 
— ^ "-' |liF*inlir'- — '" 

iCnnttriunatn 
... _.B(tli[, ("'■-- 
L n^Eaigijninaftur 



Sammlung 88$cben 



t3clndiganlnn 
Ctbamntbbanb 
S. 7. SSrdi<n'rditVtrl«e<bi)n(lliins> Hdpifg. 



801?f. 



<IFMna*Mit%ab(H. |)l|nnki>liril|( 
D. Dr. DHibElnt Bahibt, Obcrlc^r« 
■ut tat (DbtmallAule in Stofi- 
Cl^lnftlte. imt49 5ig. ttr.Sül. 

■Nttall« (aiiaraan<f(^<r4<ml(3,Itll) 
ii.0r.lDiIac5a)miM, tilpL3ngtnltur, 
flifllttnt an bei KInIgL Bougcmcib 
flaute in Slutlflort. ftt. 212. 

Jßütalltat (HnorganiM» O^mic 

3ngtmniT, flf [l[ttnt an <i«i Kai. Saar 
etatxtfifiU TU Stuttgart, nt. 211. 



flbalUh untt T Saf Ut. U. 

IKlnccDlaiiU o«n Dr. R. Biount, 

piof. an bti Unlntif. Ssnn. mit 

130 fIbblU. Ilt. 2U. 

liDBtrans HB* $|ir«_ ,. 

IDall^tinonbcrDoitttiDtibemltHus- 
iDD^I am ininncjang unb Sprui^ 
bld)tung. mit anmeriungtn unb 
ilntnt tVarttTbud) Don (DttQ 
(EQntttT, piof an ba SbeTnab 
Idjule unb an btr II(i|n. Qailifiiiult 
In Stutlgact Ui. 2t. 
IHeni^Bloati, a«wtaBrf» n. )>bq- 
nslBnU BR VßaBittt. Von Dr. 
ID.ITtiguIa,pn]| i.b.SarftaFitbtnili 
«IFenaä), mit SO flbbUb. Hl. 111, 

MnnwrtK. nia^inan]> unA St> 
iDlatnMlni non Dr. (big. Sllnb, 
Siof . an bn Qanb«litd|alc in Kiln. 
ni. 2B3. 
)Hi>in*t, Cliatna«. marHn Cutbti 
nronun niunifT unb boi ttiiAtnllcl 
itt 16. 3all[^- lluigctsdiill unb 
mit Cinlcitungfn unb Hnmtnungtn 
Pditbtn Dcn pnf. IE. B«tltl, <Dbftl. 
am nualalgqmn. ju Cci^g. Ilr. 7. 

InJUi, «ffillfaW* k(V oUni ttnk 
nntctolltrlUir "' ~ 



<lammluita 6$$d)en 



MMk 



3c in elegantem 
Ccinmanöbanö 



^^ 6. % 08rcbcnTcbe TfrU08ban4tuiig, Jlefpzfg. 



80}^f, 



pthH0U*U^tt) 0. Stepl)an Kref)I. 
I. iL ntit Dielen tlotcnbeifpiclen. 
nt. 140. 160. 

IlliifUtS^ffilt t>on Dr. Karl (Brunsh) 

in Stuttgart, nr.344. 
iHit^li0*r4|i<t|t« br«# 17. titi^ 18. 

Mfrltttn^eH» oon Dr. K <Bruns« 

h| in Stuttgart. Hr. 239. 

— ht0 19* Jf^üfniitmhtvit' oon Dr. 
K. <BrUn$h) in Stuttgart I. IL 
nr. 164. 166. 

illitftltlfliv««3lUgfmtfttf, o.Stci>l}an 
KreI|I in Ccipaig. Hr. 220. 

|llttt^«l^|tief ißtvmtmlfditt von Dr. 
ttugen ntogf, Prof. an 5er Unioerf. 
£eip3ig. Itr. 15. 

— fSHtit^ifdft tmb v9mifdit, oon 

Dr. fjerm. Steuöing, Prof. am 
HgL 6i)mnafium in tuur3en. ttr. 27. 

— {i^auc^: Qelöenfage. 
üik^eU^üItev. 9i** ^^^ ^r. 5. DD. 

Xtegcr, prot* on 6er Kgt 5orftafa5. 
5u (El^aranöi mtt 85 Abb., 5 tlab. 
unö S Karten, ttr. 355. 

yntttilt. Xur3er Abrift 6cs tagli^ an 
Borb oon Qonbetef^iffen ange« 
toanbten (teils 6er Sqijfa^rtsfiinoe. 
Pon Dr. 5tan3 S^ulse, Direftor 
6er naoigations«S^uIe su Cübetf. 
tltttseabbilb. Hr. 84. 

yiirfUtita«, 9<r, fldt in AusioaM 
un6 titittel(o^6eutf(&e (Brammatif 
m fur3.tX)$rterbU(Qo.Dr.tD.(5oIt^er 
Prof. an 6er Unio. Roftotf. Itr. 1. 

fiel^e au6: Ceben, Deutf^es, im 

12. ^a^r^unoeri 

9u%pfk€inttn oon Prof. D r. 3. Bel)rens, 
Porft 6. (Brogl). lanbmirtfAaftl. Der» 
{tod)$anft. Huguftenberg. intt535ig. 
HS. 123. 

|lftbag«0iit im (Brunbrib oon Prof. 
Dr. H). Rein, Direftor 6e$ päbagog. 
Seminars an 6er Unio. 3ena. Hr. 12. 

— IßtfdfidtU l^er, oon (Dbericbrer 
Dr. Q. H)eimer in uHesbaben. Hr. 14& 

|l«t8»itt^l«ai« o. Dr. Hub. Qoemes» 
Prof. an 6er Unio. dhn». Httt 87 
fibbllb. nr.Ö5. 



IßttvtdUlptvfftkHpt. Re^tvinriige 
unb fd){efiDtnfl{ge Apnometrie oon 
Prof. 3. Donberlinn in Rtünfter. titit 
121 5ig. Hr. 260. 

^»vfptkHift nebft einem Hnbang üb. 
Sqattenfonftruftion unb parallel* 
perfpehioe oon flrd)ite(t f^ans 5reQ« 
oerger, OberL an ber Baugemerr« 
f^ule Köln, mit 88 Hbbilb. Hr. 67. 

|ls)vMvai>l|i« oon Dr ID. Brunns, 
Prof. 0. b. Unioerf. Strasburg i. €. 
ntit 15 Hbbilb. Hr. 178. 

yflotif», 9i»} i^r Bau unb i^r Ceben 
oon Oberlebrer 



mit 96 Hbbilb. 



Dr. (E. Denneri 
Hr. 44. 



yflattf ettbi«i^0i» oon Dr. ID. migula, 
Prof. a. b. 5orftafabemie (Eifenacb. 
mit 50 HbbUb. Hr. 127. 

|lflan{etilivanklreit<n o. Dr. IDemer 
5riebric^ Bnuf in (biegen, mit 
1 färb. TEaf. u. 45 HbbUb. Hr. 810. 

mit WMt -{l%tt(l^i^9ie oon Dr. 
H). migula, prof. an ber 5orftaIa6. 
(Eifena4 mtt 50 Hbbilb Hr. 141. 

|lflaii|»t»^»iilt« JPa#* (Einteilung bes 
gefomten pftansenreidis mit btn 
mic^tigften unb befannteften Hrten 
oon Dr. $. Reinede in Breslau unb 
Dr. H). migula, Prof. an ber 5orft» 
afab. €ifena(^. mit 50 5ig. Hr. 122. 

|lflatt|eitn»tlit flie« htv ißtwäfftv 
oon Dr. ID. migula, Prof. an ber 
Sorftafabemie ^\tnaä^, mit 50 Hb- 
bilb. Hr. 158. 

^iiavmtikü^n«fit. Don Hpot^efer 
5. S^mitt^enner, Hffiftent am Bo« 
tan. 3nftitut ber TEe(^nif(ben I)0(^« 
f^ule Karlsrul)e. Hr. 2dl. 

pil\i0ftipkiti CEhtfftifvitntf in ^ie« 

oon Dr. Htar IDentfc^er, Prof. a. b. 

Unioerf. Königsberg. Hr. 28L 
— pfT}&ologie unb Cogil 3ur (Einfübr. 

tn bie p^tlofop^e oon Dr. tEQ. 

Clfen^ans. mit 13 5ig- Hr. 14. 
piltit^^ttpMti 9if . Don {). Kegler, 

Prof. an ber 1. 1. (brap^ifd)en £el}r« 

unb Derfuc^sanftalt in tDien. mit 

4 Olaf, unb 62 HbbUb. Hr. 94. 
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